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第0章 はじめに

この講義では、統計力学の基本的な事項について議論します。この講
義の基礎となる科目は熱力学で、受講生はその内容を理解している必要
があります。

Feynmanは、我々の自然認識のうちで最も重要なものは原子仮説(Atomic

Hypothesis)、即ち「全てのものは原子からできている」ということであ
ると述べています1。実際、我々の自然観の根幹は、

「世界は原子からできており、その原子は基本的な力学法則
（ニュートン力学あるいは量子力学、電気力学など）に従う」

というところにあります。例えばニュートン力学による記述では、系を
構成する質点の位置と運動量が指定されると系の状態が決まり、系の時
間発展が予測できます。系のエネルギーは保存し、また、力学法則は時
間反転に対して対称です。
しかし、世界を構成している原子は非常に小さく、その数は途方もな
く多いので、一つ一つの原子の振る舞いが分かったとしても、それがア
ボガドロ数程度も集まった系の全体としての振る舞いは、理解できませ
ん。実際、マクロな物質系の振る舞いは、力学で記述される個々の粒子
の振る舞いとはとはかけ離れたもののように見えます。例えば、力学の
基本法則は全て時間反転対称性を持っています。すなわち、全ての物理過
程は、それを時間を反転させてもやはり力学法則とは矛盾しません。し
かし、マクロな世界ではそんなことはありません。割れたコップは元に
は戻りませんし、全ての人は年を取って老いてゆき、若返ることはない
のです。
統計力学の目的は、力学法則に従うミクロな原子的世界観に基づきマ
クロな系の振る舞いを記述することです。一方、ミクロな原子的な世界
観に基づかず、マクロな系の振る舞いを現象論的に記述する学問体系は
熱力学とよばれており、それ自体自己完結した体系で、その結果は実験
的に精密に検証されています。熱力学では、エネルギーや仕事、体積な
ど、力学と共通の概念以外に、温度、熱、エントロピーといった熱力学
独自の概念が出てきます。これらの概念は、力学に基づいてどのように
理解できるのでしょうか？
統計力学は、微視的法則である力学と巨視的法則である熱力学との橋
渡しをする学問です。理論の実験的な検証は、多くの場合、巨視的な現
象に対して行われているので、統計力学によって力学的記述が熱力学と

1ファイマン物理学 I
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整合することが示されて初めて、力学的世界観が実証的に基礎付けられ
ると言えます。
この講義では、温度、熱、エントロピーといった巨視的な系を記述す
る概念が、力学的にどのように理解されるかを学んでゆきます。

これは、統計力学 Iの講義をする為に作った講義ノートです。講義中に
ノートをとる負担を軽減する為に配布します。講義に出席せずにノート
だけを見ても内容は理解できません。教科書と講義の内容と合わせて利
用して下さい。
また、統計力学を本格的に勉強するには、指定した教科書だけでは十分
ではありません。より進んだテキストで勉強されることをお勧めします。
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第1章 気体分子運動論

現代的な統計力学が定式化される前に、原子論に基づき、気体の振る
舞いを古典力学によって記述しようとする試みがあった。それを気体分
子運動論という。この章では、気体の状態方程式というマクロな情報か
ら、気体分子の速度分布というミクロな情報が、どのようにして得られ
るのかを見てみる1。

1.1 分布関数
体積 V の容器にN個の気体分子が入った系を考える。この系のマクロ
な性質は圧力 P や温度 T といった熱力学量によって記述され、温度が十
分高い時にはそれらの間に理想気体の状態方程式

PV = nRT (1.1)

の関係が成り立つことが実験的に知られている。ここで、nは気体のモル
数、Rは気体定数と呼ばれ

R ≒ 8.31
J

mol ·K
(1.2)

という値の物理定数である。
一方、古典力学的な立場からは、この系の状態は全構成粒子の位置と
運動量 (あるいは速度)によって記述される：

ri = (xi, yi, zi), vi = (vxi, vyi, vzi); i = 1, 2, · · · , N. (1.3)

ところが、今問題にしている系は巨視的なので、粒子数N はアボガド
ロ数程度の非常に大きな数だ。その為に、分子の位置と速度を全て知る
ことは勿論できないし、逆に、個々の粒子の位置と速度が系全体のマク
ロな系の性質と直接関係があるわけでもない。マクロな系の性質は、構
成粒子の統計的な性質、即ち、粒子の位置と速度の分布関数によって記
述されるだろう。
系の粒子の位置と速度の分布関数を

f(x, y, z, vx, vy, vz) (1.4)

と書く。これは、粒子の位置が (x, y, z)を中心とする一辺が dx, dy, dz の
微小な直方体の中にあり、かつその速度が速度空間の (vx, vy, vz)を中心
とする微小な幅 dvx, dvy, dvzの区間にある粒子の数が

f(x, y, z, vx, vy, vz) dxdydz dvxdvydvz (1.5)

1ここの議論は、J.C. Maxwell, Phil. Mag. Vol. 19, pp. 19-32. (1860); Vol. 20,
pp. 21-37 (1860). “Illustrations of the Dynamical Theory of Gases” による。
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で与えられるような関数である。
空間的に一様な系では、系の性質は場所 (x, y, z)によらないので、分布
関数も位置座標 (x, y, z)に依存しない：

f(vx, vy, vz). (1.6)

系に含まれる全粒子数がNであることから、この分布関数は規格化条件

N =

∫∫∫
可能な速度

(∫∫∫
容器の内部

f(vx, vy, vz) dxdydz

)
dvxdvydvz

= V

∫∫∫ ∞

−∞
f(vx, vy, vz) dvxdvydvz (1.7)

を満たさなければならない。ただし積分は、位置座標 (x, y, z)について３
重、速度 (vx, vy, vx)について３重の、合計６重の定積分で、座標の積分
範囲は系が占める空間（容器の内部）、速度積分は可能なすべての速度、
即ち、各速度成分に対しては無限区間 (−∞,∞)で行う。ここで、２番目
の等式を導く際に、被積分関数が位置によらないので (x, y, z)の積分が系
の体積 V を与えることを用いた。
容器が静止している時、粒子の平均速度

⟨vx⟩ ≡
∫
vxf(vx, vy, vz) dxdydz dvxdvydvz∫
f(vx, vy, vz) dxdydz dvxdvydvz

=
V

N

∫
vxf(vx, vy, vz) dvxdvydvz

はゼロとなる2。粒子の速度の２乗平均は〈
v2x
〉

≡
∫
v2x f(vx, vy, vz) dxdydz dvxdvydvz∫
f(vx, vy, vz) dxdydz dvxdvydvz

=
V

N

∫
v2xf(vx, vy, vz) dvxdvydvz (1.8)

等によって与えられ、これは勿論ゼロではない。

問題 1.1 (平均と分散) 物理量xの分布関数が f(x)で与えられる時、xの
関数A(x)の平均 ⟨A⟩は

⟨A⟩ =
∫
A(x)f(x)dx∫
f(x)dx

で与えられることを説明せよ。また、その分散が〈
A2
〉
− ⟨A⟩2

で与えられることを示せ。

問題 1.2 (分布関数の変数変換) 物理量 xについての分布関数を f(x)と

する。y = 2xのとき、yについての分布関数 g(y)は g(y) =
1

2
f
(y
2

)
で与

えられることを説明せよ。
2積分は多重定積分。簡単のため、多重積分記号および積分範囲を省略した。以下、

積分は定積分で、積分範囲は変数の取りうる範囲であるが、式が煩雑になるのを避ける
ためこれらを省略することがある。
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1.2 Maxwell分布
気体分子の速度分布関数 f(vx, vy, vz)の具体的な形は、以下のような２
つの仮定をすると、簡単な考察によって求めることができる。

等方性の仮定： 速度の分布は、その方向によらない。

独立性の仮定： 速度の直交成分 vx, vy, vzの各分布は互いに独立。

速度の分布がその方向によらないということは、速度分布関数が速度
ベクトル vの各成分の関数ではなく、速度の大きさ、あるいは v2のみの
関数として表されるということだ：

f(vx, vy, vz) = h(v2). (1.9)

複数の確率変数の分布が独立であるとは、１つの変数の分布の形がそ
の他の変数の値によらないということである。これから、分布関数がそ
れぞれの変数の分布関数の積で表されることが直ちに分かる。速度分布
関数の場合、各速度成分の分布関数を g(vx)とすると

f(vx, vy, vz) = g(vx)g(vy)g(vz) (1.10)

と書ける (但し、fの規格化条件が満たされるように gを定義したとする)。
この２つから、

h(v2) = g(vx)g(vy)g(vz)

が得られる。さて、これに vy = vz = 0を代入すると v2 = v2xなので、

h(v2x) = g(0)2g(vx) 即ち g(vx) = h(v2x)/g(0)
2

となり、(1.10)式より分布関数 h(v2)は

h(v2) =
1

g(0)6
h(v2x)h(v

2
y)h(v

2
z) (1.11)

を満たさなければならないことが分かる。
この関係式 (1.11)を満たす分布関数 h(v2)は

h(v2) = Ae−αv2 (1.12)

の形に限られることを以下に示す。但し、Aおよび αは正の定数。

証明：a ≡ g(0)とすると、関係式 (1.11)は

h(x+ y + z) =
1

a6
h(x)h(y)h(z)

と書ける。

まず、x = y = z = 0を代入して、h(0) = a3が得られる。次
に、この式の両辺を yおよび zで微分した後 y = z = 0を代
入すると、

h′′(x) =
1

a6
h(x)h′(0)h′(0) = α2h(x), (1.13)
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ただし、α2 = h′(0)2/a6 (α > 0)とおいた。この微分方程式の
一般解は

h(x) = Ae−αx +Be+αx (1.14)

であるが、分布関数 f は規格化できなければならないので、
B = 0である。 ■

よって、
f(vx, vy, vx) = h(v2) = Ae−α(v2x+v2y+v2z) (1.15)

の形になることが分かった。規格化条件 (1.7)より、(1.12)式に現れるA

と αは関係式

N = V

∫∫∫ ∞

−∞
Ae−αv2dvxdvydvz

= V A

[∫ ∞

−∞
e−αv2xdvx

]3
= V A

(π
α

)3/2
(1.16)

を満たす。

問題 1.3 (分布の独立性) センター入試の受験生の数学の点数xと国語の
点数 yの２つの点数についての２変数分布関数 f(x, y) を考える。数学の
点の分布と国語の点の分布が独立であるということは、例えば、国語の
点が５０点の人だけ集めてその人達の数学の点の分布を見ても、国語の
点が１００点の人だけ集めてその人達の数学の点の分布を見ても、両者
は同じ形（相似形）をしているということである3。この場合、f(x, y)は
数学の点数の分布 g(x)と国語の点数の分布 h(y)の積に比例している

f(x, y) ∝ g(x)h(y)

ということを説明せよ。また、比例係数いくらか求めよ。

問題 1.4 (分布の独立性) サイコロを２回振って、１回目に出た目の数を
a、２回目の数を bとすると、aの分布と bの分布は独立である。では、
x = a + b、y = abとしたとき、xと yの分布は独立か独立でないか？説
明せよ。

問題 1.5 (微分方程式の一般解) 微分方程式 (1.13)の一般解が (1.14)で与
えられることを示せ。また、B ̸= 0ならば f が規格化できないことを説
明せよ。

1.3 気体の圧力
分布関数の形 (1.12)が分かったので、これと巨視的な物理量である圧
力 P との関係を求めてみよう。

3つまり、ある人の国語の点を知っても、その人の数学の点について何の情報も得ら
れないということ。
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気体の圧力は、気体分子が壁に衝突した際に壁から受ける撃力の反作
用である。x軸に垂直な壁を考える。速度 v = (vx, vy, vz)の粒子が弾性衝
突してはねかえり、速度 v′ = (−vx, vy, vz)になったとする。この粒子が
壁から受けた力積の x成分は、衝突の前後の運動量の差に等しいので、

∆px = −2mvx

である。ただし、分子の質量をmとした。
速度 (vx, vy, vz) (vx > 0)の分子のうち、時間∆tの間に衝突するのは壁
からの距離が vx∆t以内のものなので、時間∆tに壁の面積∆Sに衝突す
る分子の速度分布は

∆S vx∆t f(vx, vy, vz)

で与えられる（図 1.1参照）。その間に壁が受ける撃力の力積は∫ ∞

0

dvx

∫ ∞

−∞
dvy

∫ ∞

−∞
dvz 2mvx ×∆S vx∆t× f(vx, vy, vz)

となる4。これが、巨視的には気体の圧力による力積P ∆S∆tとして観測
されているものなので、圧力の表式

P =

∫ ∞

0

dvx

∫ ∞

−∞
dvy

∫ ∞

−∞
dvz 2mv2x f(vx, vy, vz) (1.17)

を得る。これに、分布関数 f の表式 (1.12)を代入すると、

P = 2mA

[∫ ∞

0

dvx v
2
x e

−αv2x

] [∫ ∞

−∞
dvy e

−αv2y

]2
=
mA

2α

(π
α

)3/2
となる。これに (1.16)式を用いてAを消去すると、

PV =
m

2α
N

を得るが、これは理想気体の状態方程式 (1.1)に一致しなければならない。
両者を比較して

α =
m

2

N

nRT
=
m

2

1

kBT

−

(v , v , v )

(  v , v , v )

x

y

y z

zx

x

tx  ∆v

図 1.1: 壁に衝突する気体分子。速度の x成分が vx (> 0)の粒子は、壁か
らの距離が vx∆tまでのものが、時間∆tの間に壁に衝突する。

4壁に衝突する粒子は vx > 0のものだけなので、vx 積分は [ 0,∞)で行う。
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を得る。但し、

kB =
R

N/n
=

R

NA

≒ 1.38× 10−23 J/K

でBoltzmann定数と呼ばれている。ここで、NAはアボガドロ数

NA ≒ 6.02× 1023 1/mol.

これより、気体の速度の分布関数 f として、

f(vx, vy, vz) =
N

V

(
m

2πkBT

)3/2

exp

[
− mv2

2kBT

]
(1.18)

を得た。これをMaxwell分布またはMaxwell-Boltzmann分布という。

問題 1.6 (ガウス積分) ガウス積分の公式∫ ∞

−∞
e−x2

dx =
√
π

を証明せよ。さらに、これを用いて以下の積分を求めよ。

I1 =

∫ ∞

−∞
e−αx2

dx, I2 =

∫ ∞

−∞
x2e−αx2

dx.

問題 1.7 (Maxwell分布の規格化) Maxwell分布 (1.18)が規格化条件 (1.7)

を満たすことを確かめよ.

1.4 速度分布と速さ分布
Maxwellの速度分布 (1.18)は v = 0で最大値をとる “３次元釣鐘状”の
形をしている。その分布の幅は√

2kBT

m
(1.19)

程度で、温度の平方根に比例している。速度分布であるMaxwell分布 (1.18)

から、速さ v =
√
v2x + v2y + v2z の分布 F (v)を求めてみよう。

速さ分布を用いると、速さ vと v+ dvの間にある粒子の数はF (v)dvで
与えられる。これを３次元速度空間で定義された速度分布 f を用いて表
す。半径 vと半径 v + dvの球面の間（球殻）にある粒子の数は、この球
殻の速度空間での体積 4πv2dvを用いて h(v2)4πv2dvで与えられる。ここ
で式 (1.15)を用いた。両者が等しいという関係式

F (v)dv = h(v2)4πv2dv

から、速さ分布として

F (v) =
N

V

(
m

2πkBT

)3/2

4πv2 exp

[
− mv2

2kBT

]
(1.20)

を得る。これは、v = 0でゼロとなり、分布のピークは速さがMaxwell分
布の幅 (1.19)に等しいところにあることが分かる。

問題 1.8 (速さ分布) 気体分子の速さ分布 (1.20)の概形をグラフに描け。
分布のピークの位置が式 (1.19)で与えられることを示せ。
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1.5 平均運動エネルギー
Maxwell分布を用いて気体分子の平均運動エネルギーが求められる。分
布の等方性を用いると、運動エネルギーは

1

2
m
〈
v2
〉
=

1

2
m
(〈
v2x
〉
+
〈
v2y
〉
+
〈
v2z
〉)

=
3

2
m
〈
v2x
〉

と表されるので、Maxwell分布 (1.18)をもちいて式 (1.8) を計算すると

1

2
m
〈
v2
〉
=

3

2
kBT (1.21)

を得る。これから、

1

2
m
〈
v2x
〉
=

1

2
m
〈
v2y
〉
=

1

2
m
〈
v2y
〉
=

1

2
kBT

すなわち，一方向あたり 1
2
kBT のエネルギーが配分されるということが

分かる。 これは、古典統計力学におけるエネルギー等分配則と呼ばれる
ものの例である。
これを用いると１モルの単原子理想気体の内部エネルギー U は

U = NA
3

2
kBT

で与えられ、定積比熱CV は

CV =
dU

dT
=

3

2
NAkB =

3

2
R

となることが分かる。また、(1.21)式より気体分子の２乗平均速度 (root-

mean-square speed)は √
⟨v2⟩ =

√
3kBT

m
(1.22)

となり、温度の平方根に比例し分子の質量の平方根に反比例する。

問題 1.9 (気体分子の速度) 室温での水素分子および酸素分子の２乗平均
速度 (1.22)を求めよ。
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第2章 統計力学の背景

非常に多数の独立な確率変数の和や平均の分布には、中心極限定理と
大数の法則に由来するいくつかの際立った特徴がある。ここでは、コイ
ントスを例にその幾つかを見てゆく。

2.1 コイントス — 二項分布
コインを投げると表 (Head)か裏 (Tail)がそれぞれ 1/2の確率で出る。
そのコインを 2回投げた時、表が 2回でる確率は (1/2)2、表と裏が一回ず
つでる確率は 2× (1/2)2、裏が 2回でる確率は (1/2)2となることは、高校
の数学で習った。一般に、コインをN回投げて表がn回でる確率P (n;N)

は

P (n;N) =N Cn ×
(
1

2

)N

=
N !

n!(N − n)!

(
1

2

)N

(2.1)

で与えられ、これは二項分布 (binomial distribution)と呼ばれている。

2.1.1 大きなNの二項分布

この分布は、N が大きいときにガウス分布と呼ばれているものに近づ
く。このことを以下に示そう。
まず、階乗に対してスターリングの近似 (Stirling’s approximation)

lnn! ≈ n(lnn− 1) (2.2)

を用いて、次に lnP (n;N)が最大となる n = N/2の回りにテーラー展開
する。すると、2次までの近似で

lnP (n;N) ≈ − 2

N

(
n− 1

2
N

)2

+ · · ·

となる。これより

P (n;N) ∝ exp

[
− 2

N

(
n− 1

2
N

)2
]

をうるが、全ての場合の確率を足し合わせると 1となるという規格化条
件から比例係数、即ち、規格化因子を決めると

P (n;N) =
1

N

√
2N

π
exp

[
− 2

N

(
n− 1

2
N

)2
]

(2.3)
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図 2.1: ２項分布とガウス分布の比較。赤のヒストグラムは二項分布 (2.1)、緑
の曲線はその近似式 (2.3)をプロットしたもの。

を得る1。

問題 2.1 二項分布 (2.1)から式 (2.3)を導け。

変数を “表の回数” nから “表の割合” x = n/N に変換すると、xにつ
いての確率分布 PG(x;N)は式 (2.3)より

PG(x;N) =

√
2N

π
exp

[
−2N

(
x− 1

2

)2
]

(2.4)

となる。
分布関数 (2.3)および (2.4)はガウス分布 (Gaussian distribution)と呼
ばれている。即ち、この結果は

非常に多数回コイントスをしたとき、表がでる割合はガウス
分布に従う

ということを示している。これは、確率統計学でよく知られている中心
極限定理 (central limit theorem)の一例である。
式 (2.4)は、 ∫ ∞

−∞
PG(x;N) dx = 1

と規格化されているので、xの平均 ⟨x⟩と分散 ⟨(x− ⟨x⟩)2⟩は

⟨x⟩ =

∫ ∞

−∞
xPG(x;N) dx =

1

2
, (2.5)

〈
(x− ⟨x⟩)2

〉
=

∫ ∞

−∞

(
x− 1

2

)2

PG(x;N) dx =
1

4N
(2.6)

と与えられる2。これから、分布 (2.4)の幅は 1/
√
N 程度であることが分

かる。

問題 2.2 式 (2.4)式を変数 xの分布関数と見たときに、式 (2.3)から 1/N

の因子を除かないといけないのはなぜか説明せよ。

1上の比例式および等式は、スターリングの公式を使っているので厳密な表式ではな
い。しかし、N が非常に大きな場合にはその差が問題になることはないので、比例式ま
たは等式と表記した。以降も同様。

2 xの定義からは 0 ≤ x ≤ 1であるが、N が大きい時には式 (2.6)で与えられる関
数の値は区間 [ 0, 1]の外では非常に小さくなるので、積分範囲を (−∞,∞)としたこと
による誤差は非常に小さい。

14



問題 2.3 式 (2.4)式を変数 xの関数としてグラフに描け。

問題 2.4 式 (2.5)および (2.6)を自分で計算せよ。

これから、N回コイントスをしたときの表の数n = xNの平均と分散は

⟨n⟩ = 1

2
N,

〈
∆n2

〉
= N2

〈
∆x2

〉
=

1

4
N

であることが分かる。ただし、平均からのずれを∆n = n − ⟨n⟩, ∆x =

x− ⟨x⟩などと記した。実際にN 回コインを投げたときの結果が平均 (期
待値）からどれくらいずれるかは、標準偏差√

⟨∆n2⟩ = 1

2

√
N

でおおよそ与えられる。これらより、平均に対する相対的なずれ√
⟨∆n2⟩
⟨n⟩

=
1√
N

→ 0 (N → ∞)

となり、N が大きくなると 1/
√
N のようにゼロに近づくことが分かる。

これは、

非常に多数回の試行を行った時、その結果の平均が期待値か
ら大きく外れることはほとんどない

ということを表している。このことは大数の法則 (the law of large num-

bers)と呼ばれている。

問題 2.5 二項分布 (2.1)を近似してガウス分布 (2.3)を導く際に、lnP (n;N)

を最大値を与える nの周りにテーラー展開した。もし、P (n;N)をテー
ラー展開したらどうなるだろうか？その近似は正当化できるか？

2.2 ポアソン分布
体積 V の容器中にN 個の気体分子が入っているとする3。その容器の
微小な部分 (体積 v)の中に気体分子が n個入っている確率P (n)を求めよ
う。但し、V ≫ vおよびN ≫ nとする。
容器の中の気体分子の平均数密度 ρは ρ = N/V なので、nの平均値 n̄

は n̄ = vρである。また、個々の分子が体積 vの中にいる確率 pは p = v/V

であるから、確率 P (n)はやはり二項分布で与えられ、

P (n) = pn (1− p)N−n
NCn (2.7)

3以下では、気体分子の間の相互作用は無視し、一つひとつの気体分子は独立に振る
舞うとする。
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となる。これを以下のように変形する。

P (n) = pn (1− p)N−n N !

n! (N − n)!

=
pn

n!
(1− p)N−n N !

(N − n)!

=
n̄n

n!

(
1− n̄

N

)N−n N(N − 1)(N − 2) · · · (N − n+ 1)

Nn

=
n̄n

n!

(
1− n̄

N

)(N/n̄)n̄ (
1− n̄

N

)−n N

N
· N − 1

N
· · · (N − n+ 1)

N

但し、

p ≡ v

V
=

n̄

N

を用いた。
ここで、平均値 n̄を一定にしたままN → ∞の極限をとると

Pn̄(n) ≡ lim
N→∞

P (n) =
e−n̄

n!
n̄n (2.8)

を得る。但し、自然対数の底の定義

e = lim
ϵ→0

(1 + ϵ)1/ϵ

を用いた。
式 (2.8)をポアソン分布 (Poisson distribution)と呼ぶ。これは、非常
に多くの気体分子 (N)があるにもかかわらず、一つ一つが体積 vに入る
確率は小さいので、全体の中から僅かな数の分子しか体積 vに入らない
(n ≪ N)場合の確率分布である。一般にポアソン分布は、非常に多くの
可能性の中から僅かな数のものだけが実現する場合の実現回数の分布と
して現れる。このことを小数の法則 (the law of small numbers)と呼ぶこ
とがある。
式 (2.8)は規格化条件、

∞∑
n=0

Pn̄(n) = 1 (2.9)

を満たし、平均、分散がそれぞれ

⟨n⟩ =
∞∑
n=0

nPn̄(n) = n̄,
〈
(n− n̄)2

〉
=

∞∑
n=0

(n− n̄)2 Pn̄(n) = n̄ (2.10)

となることが示される。すなわち、ポアソン分布では平均と分散が等しい。
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図 2.2: ポアソン分布とそのガウス分布による近似の比較。赤のヒストグラムは
ポアソン分布 (2.8)、緑の曲線はその近似式 (2.11)をプロットしたもの。
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問題 2.6 ポアソン分布 (2.8)が規格化条件 (2.9)を満たすこと、およびそ
の平均と分散が式 (2.10)で与えられることを示せ。

問題 2.7 ポアソン分布にしたがうと思う確率事象の例を 3つあげよ。そ
れぞれの例において、個々の事象の起こる確率、およびそれが起こる機
会の数はどのようなものか考えよ。

問題 2.8 n̄ =1, 2, 5, 10の場合のポアソン分布のグラフを書いてみよ。

問題 2.9 スターリングの公式を用いて、n̄≫ 1の時、ポアソン分布 (2.8)

がガウス分布

Pn̄(n) ≈
1√
2πn̄

exp

[
− 1

2n̄
(n− n̄)2

]
(2.11)

で近似されることを示せ。

2.3 平衡状態
穴の開いた壁でしきられた左右 2つの同じ体積の部屋からなる容器に、

N 個の気体分子が入っているとする。気体分子は壁の穴を通じて時おり
左右の部屋を行き来できるものとし、一つひとつの気体分子は等確率で
左右の部屋にいるとする。
左 (右)の部屋にいる分子の数NL(NR)の分布は、コイントスの場合と
同じ二項分布 (2.1)に従い、その平均および分散は

⟨NL⟩ =
N

2
,
〈
(NL − ⟨NL⟩)2

〉
=
N

4

となる。また、これらから平均値のまわりの相対的な揺らぎは√
⟨(NL − ⟨NL⟩)2⟩

⟨NL⟩
=

1√
N

となる。ここで、N が非常に大きいときに、左右の分子の数の差のN と
の比が ∣∣∣∣NL −NR

N

∣∣∣∣ > δ

となる確率を考えてみる。変数をNR(またはNL)から

y ≡ NL −NR

N
= 2

NL

N
− 1

に変えると、その分布関数 P (y)は、以前に求めた式 (2.4)より直ちに

P (y) =

√
N

2π
exp

[
−N

2
y2
]

(2.12)

と求まるので、|y| > δとなる確率は

1−
∫ δ

−δ

P (y)dy = 2

∫ ∞

δ

√
N

2π
exp

[
−N

2
y2
]
dy
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で与えられる。
この式を見積もると、気体分子の数がアボガドロ数程度N ≈ 1024の時
には、左右の分子数の相対的な差 δがわずか百万分の一 (10−6)ずれる確
率でも、10−1012程度でしかないことが分かる。つまり、ほとんど確実に、
左右の部屋に “ 同数”の気体分子が入っているということが分かる。この
例を一般化していうと、

非常に多数の粒子を含む巨視的な系では
最も起こりそうな状態が確実に実現する。

となる。
この様な、ほとんど確実に実現する巨視的な系の状態を、統計力学で
は平衡状態 (equilibrium state)と呼ぶ。それに対して、左右の分子数が異
なる状態は非平衡状態 (non-equilibrium state)である。仮に初期に左右の
分子数が異なる非平衡状態にあったとしても、時間とともに “確実に”左
右の粒子数の差は減少し、やがて左右の粒子数が “同じ”平衡状態へ達す
る。そして一旦、粒子数が同じ平衡状態に達してしまうと、二度と再び
粒子数の異なる非平衡状態に戻ることはない4。
この様な、非平衡状態から平衡状態への一方的な時間変化の過程を不
可逆過程 (irreversible process)と言い、巨視的な系における時間反転対称
性の破れの起源と考えられている。

問題 2.10 気体分子の数がアボガドロ数程度N ≈ 1024の時、左右の分子
数の相対的な差 δが 10−6以上ずれる確率は、どのようにして見積もるこ
とができるか。また、10−1012はどのくらい小さな数か？思いつく小さな
数と比較してみよ。

4　正確には「ほとんどありえない」と言う意味だが、粒子数がアボガドロ数程度の
巨視的な系ではそのような確率は現実的にゼロと区別がつかない程度に小さい。
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第3章 孤立系における等確率の
原理と小正準集団

この章では、統計力学の基本原理である等確率の原理を、調和振動子
の集まりを例に説明する。

3.1 調和振動子の集まり
N 個の局在した調和振動子1からなる系を考えよう。調和振動子の固有
角振動数はすべて同じで ωとする。一つの調和振動子の量子力学的なエ
ネルギー固有状態はゼロまたは正の整数値をとる量子数 nで指定できて、
その状態のエネルギー enは

en =

(
n+

1

2

)
ℏω ; (n = 0, 1, 2, 3, · · · ) (3.1)

で与えられることは、量子力学の講義で習う。ここで ℏはプランク定数 h

を 2πで割ったもので、その値はおおよそ

ℏ ≒ 1.05× 10−34 J · s

である。
それぞれの粒子（調和振動子）の状態が、

１番目の調和振動子の量子数 n1

２番目の調和振動子の量子数 n2

· · ·
N 番目の調和振動子の量子数 nN

のように与えられると、N粒子系の量子状態は全ての粒子の量子数の組、

(n1, n2, n3, · · · , nN) (3.2)

で指定される。ただし、niはすべてゼロまたは正の整数である。
粒子間の相互作用がない場合には、系のエネルギーEはそれぞれの粒
子のエネルギーの和

E =
N∑
i=1

eni
=

N∑
i=1

(
ni +

1

2

)
ℏω ≡

(
M +

N

2

)
ℏω (3.3)

1「局在した」という修飾語は空間的に固定されたという意味だが、ここでは「区別
できる」という意味に用いる。即ち、振動子としては同じだが、それぞれ異なる場所に
固定されているので、例えば調和振動子１と２は区別できる。
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で与えられる。ただし、

M =
N∑
i=1

ni (3.4)

とする。

3.2 微視的に区別できる状態の数
ここで、あるエネルギーEを持つ系の、微視的に区別できる量子状態
の数WN(E)を考える2。系全体の量子状態は niの組 (3.2)で区別される
ので、状態数WN(E)は、エネルギーEに対応する整数M に対して、

式 (3.4)を満たす０または正の整数の組 (3.2)の数 (3.5)

で与えられる。これは、

N 人の区別できる人にM 個の区別できないものを配る
場合の数

(3.6)

に等しい。この場合の数がM+N−1CN−1で与えられることは、高校の数学
で既に学んでいる。その結果、求める状態数WN(E)は

WN(E) = M+N−1CN−1 =
(M +N − 1)!

M !(N − 1)!
(3.7)

で与えられることが分かる。この状態数WN(E)は、N およびM がアボ
ガドロ数程度の時、非常に大きな数である。

問題 3.1 (3.5)と (3.6)が等しいことを説明せよ。

問題 3.2 (3.6)の場合の数が、組み合わせの数M+N−1CN−1で与えられる
ことを説明せよ。

問題 3.3 N,M ≫ 1の時、スターリングの近似式を用いて、式 (3.7)で与
えられるWN(E)の対数が、

lnWN(E) ≈ N

[(
1 +

M

N

)
ln

(
1 +

M

N

)
− M

N
ln
M

N

]
(3.8)

となることを示せ。この表式から、NおよびMがアボガドロ数程度の非
常に大きい数の時、WN(E)がどの程度の大きさの数か考察せよ。同程度
の大きな数の例をほかに示せるか？

2より正確には、エネルギーEの状態を表す基底ベクトルの数、すなわち状態空間の
次元である。
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3.3 系の時間発展
この系がどのように振る舞うか考えよう。ある時刻にそれぞれの調和
振動子がエネルギー固有状態にあったとする。その時、系の状態はある
数字の組 (3.2)で表されるが、振動子間の相互作用がなければ、その状態
は定常状態なので時間がたっても変化しない。
しかし、粒子の間にわずかでも相互作用があれば、式 (3.2)で表される
状態は定常状態でないので、時間とともにシュレディンガー方程式に従っ
て別の状態に遷移する。一般には、様々な数字の組 (3.2)で表される状態
の重ね合わせ状態になる。しかし、実際にどのように状態を遷移してゆ
くかは、相互作用の詳細、即ちハミルトニアンの具体的形に依存する。更
に、巨視的な系の場合には粒子数が非常に多く、微視的に非常に複雑な
時間発展をする。そのため、仮に正確なハミルトニアンが与えられたと
しても、シュレディンガー方程式を実際に解いて系の時間発展を求める
ことは通常不可能である。
ただ、エネルギー保存則は成り立っているはずなので、

系が孤立していて外界とのエネルギーのやりとりがなければ、
系のエネルギーは一定である

ということだけは確実に言える。
粒子間の相互作用が強いとき系のエネルギーは単純には表されない。し
かし、相互作用が充分弱ければ、系のエネルギーは各粒子のエネルギー
の和 (3.3)で近似できるだろう。そのような場合には、例えばN個の調和
振動子系は、全エネルギーがEのとき、式 (3.7)で与えられるWN(E)個
の量子状態の、ある重ね合わせ状態で表されるはずである。

3.4 等確率の原理
そこで、統計力学では以下のような非常に荒っぽい仮定をする。

孤立した巨視的な系では、エネルギー一定の量子状態3がすべ
て、長い時間には等確率で実現する。

これを、等確率の原理 (The principle of equal a priori probabilities)とい
う4。統計力学はこの等確率の原理の下に構成されている。
この等確率の原理が実際に成り立っているかどうかは、具体的な系に対
しては、量子力学など力学法則を用いて確かめることができるはずだが、
巨視的な系に対してそれを確かめることは、ほとんどの場合不可能であ
る。そういう意味で、この等確率の原理は「仮設（仮定）」であるが、統
計力学がこの上に築かれているという意味で、これは統計力学の基本原
理である。この原理の正当性は、これにもとづいて導き出された結果が、

3「微視的な差異を区別する状態」という意味で「微視的状態」と記述していたが、
「微視的な系の状態」と誤解する人がいたので、より具体的に「量子状態」と記述する
ことにした。

4「エネルギー一定」の代わりに「物理的に許された」あるいは「実現可能な」と言
うこともある。エネルギー以外に保存量がない場合には、孤立系で実現可能な状態はエ
ネルギー一定の状態である。
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• 熱力学などの他の自然を記述する学問体系と矛盾しないか、
• 実際の現象を定量的に正しく記述しているかどうか、

によって、検証されなければならない5。

3.5 小正準集団
上で述べたように、統計力学では巨視的な系の振る舞いを確率を用い
て記述する。そのための数学的道具として、統計集団（アンサンブル、
ensemble）を導入する。即ち、

考えている系の可能な量子状態の集合を考え、
それぞれの状態に対して出現確率を与えたもの

を統計集団と呼ぶ。エネルギーEの巨視的な孤立系に対しては、等確率
の原理に対応して

考えている系のエネルギーEの量子状態の集合を考え、
それらに等しい出現確率を与えた統計集団

を考える。それをエネルギーEの小正準集団あるいはミクロカノニカル
アンサンブル (micro canonical ensemble)とよぶ。

3.6 エネルギーの配分
等確率の原理を用いて何がどのように導き出されるかを例示するため、
以下のような簡単な問題を考える。
弱く相互作用しているN 個の調和振動子が、AとBの 2つの部分系に
分かれていたとする。部分系AにNA個、部分系 BにNB個の調和振子
が属しており、それぞれの部分系のエネルギーをEAおよびEBとする：

NA +NB = N (3.9)

EA + EB = E. (3.10)

この時、系が等確率の原理に従っているとして、部分系のエネルギーがど
のように確率分布するだろうか？以下では簡単のために、式 (3.1)の 1/2

の項、即ちゼロ点エネルギーを無視して

EA =MAℏω, EB =MBℏω

とする。

5実のところ「等確率の原理」が文字通りの意味で成り立ってるかどうかが、統計力
学の正当性を保証するわけでもない。というのは、エネルギー一定の状態すべてが実際
に実現するために必要な時間は、巨視的な系の場合には天文学的な時間になり、通常の
測定時間よりも遥かに長いからだ。ところが、このような場合でも等確率の原理の下に
得られた結果が実際の測定結果によく一致する。実際に何が統計力学を保証しているか
について、最近でも活発に議論されている。

22



系全体のエネルギーEの状態数WN(E)のうち、部分系Aのエネルギー
がEA、部分系 BのエネルギーがEB である全系の状態数はWNA

(EA) ×
WNB

(EB)である。このことを用いると、全エネルギー E のときに系 A

のエネルギーが EA、系 Bのエネルギーが EB (= E − EA)となる確率
P (EA, EB)は、等確率の原理に基づくと、

P (EA, EB) =
WNA

(EA)WNB
(EB)

WN(E)
(3.11)

である。N が非常に大きいとき、この確率は EAの関数としてどのよう
に振る舞うか、以下で調べる。

最大確率のエネルギー配分： まず、確率が最大となるEAを求めよう。
そのために、式 (3.11)の分子の対数をとったものを

Σ(EA, EB) ≡ ln
(
WNA

(EA)WNB
(EB)

)
と定義する。スターリングの近似式から導いた式 (3.8)を用いると

Σ(EA, EB) = NA

[(
NA +MA

NA

)
ln

(
NA +MA

NA

)
− MA

NA

ln
MA

NA

]
+NB

[(
NB +MB

NB

)
ln

(
NB +MB

NB

)
− MB

NB

ln
MB

NB

]
を得る。確率 P (EA, EB)が最大となるEAでΣ(EA, EB)も最大になるの
で、

d

dEA

Σ(EA, EB) = 0 (3.12)

を満たすEAを求めれば良い。

d

dEA

Σ(EA, EB) =
∂Σ(EA, EB)

∂EA

+
dEB

dEA

∂Σ(EA, EB)

∂EB

=
∂Σ(EA, EB)

∂EA

− ∂Σ(EA, EB)

∂EB

E*
A

P
(E

A
, E

B
)

EA

図 3.1: 確率分布 P (EA, EB)のEA依存性。
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と
∂

∂EA

=
dMA

dEA

∂

∂MA

=
1

ℏω
∂

∂MA

,
∂

∂EB

=
1

ℏω
∂

∂MB

,

を用いると、式 (3.12)より[
ln

(
NA +MA

NA

)
− ln

(
MA

NA

)]
−
[
ln

(
NB +MB

NB

)
− ln

(
MB

NB

)]
= 0

を得る。これより、
EA

NA

=
EB

NB

=
E

N
(3.13)

すなわち、部分系 Aと Bの１粒子あたりの平均エネルギーが等しいと
き、すなわち粒子数の比で部分系にエネルギーが配分されるときに、確
率P (EA, EB)が最大になる。確率を最大にする分配をE∗

A、E
∗
Bとすると、

式 (3.13)より

E∗
A =

NA

N
E, E∗

B =
NB

N
E

で与えられる。

エネルギー配分の揺らぎ： 次に、最大確率を与えるエネルギー配分のま
わりの揺らぎを求める。そのためには、Σ(EA, EB)をEAの関数とみなし
て、EA = E∗

Aのまわりに (EA−E∗
A)の 2次までテーラー展開すれば良い。

Σ(EA, EB) = Σ(E∗
A, E

∗
B) +

d

dEA

Σ(EA, EB)
∣∣∣
EA=E∗

A

(EA − E∗
A)

+
1

2

d2

dE2
A

Σ(EA, EB)
∣∣∣
EA=E∗

A

(EA − E∗
A)

2 + · · · (3.14)

１次の項、即ち右辺第二項はE∗
Aの定義 (3.12)よりゼロとなる。２次の項

を計算すると

d2

dE2
A

Σ(EA, EB)
∣∣∣
EA=E∗

A

= − N

E(E +Nℏω)

(
N

NA

+
N

NB

)
(3.15)

を得る。式 (3.14)の右辺第１項はEAによらない定数なので、エネルギー
分配の確率 (3.11)はEAの関数として

P (EA, EB) ∝ exp

[
−1

2

N

E(E +Nℏω)

(
N

NA

+
N

NB

)
(EA − E∗

A)
2

]
(3.16)

と近似できる。比例係数は確率の規格化条件より決まる。
これはガウス分布で、NAとNBが同程度、すなわちNA, NB ∼ N のと
き、分布の幅はO(

√
N)であるから、エネルギーの相対揺らぎは√〈

(EA − E∗
A)

2〉
E∗

A

∼ O

(
1√
N

)
(3.17)

となる。すなわち、Nが非常に大きな数のとき相対揺らぎは非常に小さい。
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問題 3.4 部分系AとBのエネルギーがそれぞれEAおよびEBとなる全
系の状態数は、部分系の状態数WA(EA)とWB(EB)の積で与えられるこ
とを説明せよ。また、このことから式 (3.11)を説明せよ。

問題 3.5 テイラー展開 (3.14)の一次の項がゼロになることを説明せよ。

問題 3.6 式 (3.15)を導出せよ。

問題 3.7 確率の規格化条件より、式 (3.16)の比例係数を導け。

問題 3.8 EAの分布が式 (3.16)で与えられるとき、EAの分散を求めよ。

問題 3.9 粒子数Nがアボガドロ数程度のとき、相対ゆらぎ (3.17)はどの
程度か？
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第4章 エントロピーと温度

前章では、等確率の原理、即ちマクロな孤立系の振る舞いについての
統計力学における基本的な仮定について述べた。この章では、力学に基
づく微視的な記述と熱力学に基づく巨視的な記述の橋渡しをする、ボル
ツマンの関係式について議論する。統計力学は等確率の原理とボルツマ
ンの関係式の下に構成されている。

4.1 エントロピーに対するボルツマンの関係式
エネルギーEの孤立系を考える。前章と同様に、その場合の系の可能
な量子状態の数をW (E)とする。ボルツマンは、この系の熱力学エント
ロピー S(E)が

S(E) = kB lnW (E) (4.1)

で与えられることを見出した。ここで kBはボルツマン定数と呼ばれてい
る物理定数で、気体定数Rをアボガドロ数NAで割ったものである：

kB =
R

NA

≒ 1.38× 10−23 J/K.

式 (4.1)はボルツマンの関係式 (Boltzmann’s entropy formula)と呼ば
れ、量子力学によって求められる状態数と、熱力学量であるエントロピー
の関係を与える。この関係式は力学量と熱力学量を関係づける非常に重
要なものであるが、全く自明でない。以下で、式 (4.1)で与えられるエン
トロピーが、熱力学から期待される性質を満たすことを見てゆこう。

4.2 温度
系のエントロピーが式 (4.1)与えられると、熱力学的なエントロピーの
定義式

dS =
dQ

T
(4.2)

を逆に用いて、系の温度を決められる。即ち、熱力学の第一法則

（エネルギーの増分） ＝ （吸収した熱量） － （した仕事）

より、系の体積が一定で仕事をしない場合を考えると、dQ = dEなので、
式 (4.2)は

1

T
=
dS

dE
(4.3)
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となる。この式とボルツマンの関係式 (4.1)から系の温度が与えられる。
まず、式 (4.1)と (4.3)で与えられる系の温度が、熱力学の第 2法則と
矛盾しないこと、即ち、温度の異なる 2つの系を接触させると、熱は温
度が高い系から低い系に流れることを示そう。

4.2.1 温度と熱の移動

外界から孤立していてエネルギーが一定の系を考える。系はAとBの
２つの部分系からなるとし、それらの間で熱のやりとりがある場合を考
える。系のエネルギーをE、そのときの系の状態数をW (E)とする。ま
た全系のエネルギーEが部分系AとBにそれぞれEAとEB に分配され
ている場合の全系の状態数をW (EA, EB)とする。するとそれは、部分系
AおよびBの状態数WA(EA)およびWB(EB)を用いて

W (EA, EB) = WA(EA)WB(EB)

と表される。
系のエネルギーが Eのときに、そのエネルギーが部分系Aに EA、部
分系BにEBと配分される確率 P (EA, EB)は、等確率の原理から

P (EA, EB) =
W (EA, EB)

W (E)
=
WA(EA)WB(EB)

W (E)
(4.4)

であたえられる。但し、
EA + EB = E

である。
さて、初期状態で系のエネルギーが部分系に適当に配分されていたと
する。部分系AとBを熱的に接触させるとどうなるであろうか? 初期の
EAおよびEBがP (EA, EB)を最大にするものであれば、そのまわりの揺
らぎは事実上いつも無視でき、巨視的にはエネルギー配分はそこから変
化しないであろう。第２章の最後に述べたように、巨視的な系では最大
確率を与える状態が熱力学的な平衡状態に対応しているのである。一方、
初期の配分が最大確率を与えないものであれば、ほぼ確実にエネルギー
は確率 P (EA, EB)がより大きくなるように移動して、最大確率を与える
配分になったところで止まるであろう。
このことを、式 (4.3)の与える温度との関係で見てみる。

最大確率状態では部分系の温度が等しい

最大確率の時
dP (EA, EB)

dEA

= 0

を満たす。確率が最大の時、確率の対数も最大になるので、この条件は

d lnP (EA, EB)

dEA

= 0
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としても良い。全エネルギーEは一定で、従って、式 (4.4)の分母も定数
であることに注意すると、この条件は

dSA(EA)

dEA

− dSB(EB)

dEB

= 0 (4.5)

とかける。ただし、部分系のエントロピーが

SA(EA) = kB lnWA(EA)

SB(EB) = kB lnWB(EB)

で与えられることを用いた。
部分系の温度TAおよびTBは部分系のエントロピーを用いて式 (4.3)で
定義されるので、式 (4.5)は

1

TA
=

1

TB
(4.6)

を与える。つまり、

最大確率を与えるエネルギー配分、すなわち、平衡状態では
部分系の温度が等しい

ことが示せた。

熱は温度が高い方から低い方へ移動する

では、初期状態で式 (4.5)が満たされていない場合、例えば

dSA(EA)

dEA

− dSB(EB)

dEB

> 0 (4.7)

の場合はどうなるであろうか?　この場合は、式 (4.3)で定義される部分
系の温度は、

1

TA
>

1

TB
即ち TA < TB

である。式 (4.7)は、式 (4.4)より

d lnP (EA, EB)

dEA

> 0 即ち
dP (EA, EB)

dEA

> 0

を意味するので、この場合は確率 P (EA, EB)が EAの増加関数であるこ
とが分かる。
つまり、TA < TBの時には、エネルギーが部分系BからAへ移動する
と、系の状態の確率が増加する。同様に、TB < TAの場合には、部分系
AからBへエネルギーが移動すると確率が増加することも示せる。即ち、
式 (4.3)で導入された温度は、

温度が高い方から低い方へエネルギー（熱）が移動する

こととつじつまが合っていることが示された。

つまり、２つの系が熱平衡の場合には温度が等しく、温度が等しくな
い２つの系が熱接触すると高温の系から低温の系へ熱が移動するという、
熱力学における温度の性質を満たしていることが分かる。
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4.3 エントロピーが示量変数であること
次に、ボルツマンのエントロピー (4.1)が示量的であること、即ち、平
衡状態で部分系のエントロピーの和が全系のエントロピーになっている
こと

S = SA + SB (4.8)

を示す。
全系のエントロピーは全系の状態数の対数

S(E) = kB lnW (E)

で与えられるが、全系の状態数は部分系の状態数を用いて

W (E) =
∑

EA+EB=E

WA(EA)WB(EB) (4.9)

と表される。ここで和はEA + EB = Eを満たす全ての可能なEAとEB

の組についてとる。
部分系Aと系Bが平衡状態にある時のエネルギー分配をE∗

AおよびE∗
B

とすると、部分系のエントロピーは

SA(E
∗
A) = kB lnWA(E

∗
A), SB(E

∗
B) = kB lnWB(E

∗
B)

である。ところが、明かに不等式

W (E) =
∑

EA+EB=E

WA(EA)WB(EB) > WA(E
∗
A)WB(E

∗
B)

が成り立つので、両辺の対数をとって kBをかけると

S(E) > SA(E
∗
A) + SB(E

∗
B) (4.10)

となり、式 (4.8)は満たされていない。
しかし以下のような考察から、マクロな系ではこの両辺の差は非常に
小さく、事実上、等式 (4.8)が成り立っているとしてよいことが分かる。

E*
A

W
(E

A
, E

B
)

EA

図 4.1: 状態数のヒストグラム。E∗
Aを中心に

√
N 本程度の項がゼロとは

異なる値をとる。
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即ち、平衡状態のエネルギー分配E∗
AおよびE∗

Bは式 (4.9)の右辺の和
の項の中で最大項を与える。しかし、前章の考察から分布の幅が

√
N 程

度であるので、WA(EA)WB(EB)をEAの関数、WA(EA)WB(E − EA)と
見なしたとき、和に大きな寄与を与える項はEA = E∗

Aのまわりの
√
N項

程度であることが分かる。つまり、式 (4.9)は大雑把には

W (E) ≈
√
N WA(E

∗
A)WB(E

∗
B) (4.11)

と近似できる。
右辺にある因子

√
N はけっして小さな数ではない。ところが以下のよ

うな考察から、両辺の対数をとると、これに由来する項は無視できるこ
とが分かる。即ち、この両辺の対数をとってエントロピーで表すと

S(E) = kB lnW (E)

≈ SA(E
∗
A) + SB(E

∗
B) + kB ln

√
N (4.12)

となる。確かに右辺の最後の項があるので不等式 (4.10)が成り立ってい
る。しかし、最初の 2項は

SA(E
∗
A) ∼ O(NA), SB(E

∗
B) ∼ O(NB)

とアボガドロ数の程度（オーダー）であるのに対して、最後の項は lnN

程度なので最初の２項に比べて非常に小さい。マクロな系では全く無視
できる。

問題 4.1 式 (4.9)を説明せよ。

問題 4.2 式 (4.11)の
√
Nの因子を無視したときの右辺と左辺の差はどの

程度か？　また、式 (4.12)の右辺第３項の大きさは、その他の項と比べ
てどの程度か？　式 (4.11)においては

√
N の因子は無視できないのに、

式 (4.12)ではその項からくる右辺の最後の項は無視できるということは
どういうことか、考察せよ。

問題 4.3 第 3章で扱ったN個の調和振動子系に対して、エントロピーS、
および温度T をエネルギーの関数として求めよ。また、その結果から、エ
ネルギーを温度の関数として求めよ。
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第5章 小正準集団の例題 – 理想
気体

この章では、ボルツマンの式から定義した温度が絶対温度となること
を示す。具体的には、孤立した理想気体の系を考え、それに対してボル
ツマンの関係式を用いてエントロピーを求める。そのエントロピーから
系の温度と圧力を求めると、理想気体の状態方程式が得られることを示
す。即ち、ボルツマンの関係式から求めた温度は、気体温度計で測った
絶対温度に一致する。

5.1 理想気体の量子状態
物質はすべて波と粒子の 2重性を備えており、運動量 pをもつ粒子はド
ブロイの関係式

p =
h

λ
= ℏk

で与えられる波長 λの波としての性質を持っている。ここで hはプラン
ク定数、ℏはそれを 2πで割ったもの、kは波数 2π/λである。
まず、一次元系を考える。長さ Lの領域に閉じ込められた自由粒子の
波長は、周期境界条件を課すと、Lの整数分の一

λ =
L

n
≡ λn; n = 1, 2, 3, · · ·

に限られ、その結果、運動量も

p = ℏ
2πn

L
≡ ℏkn; n = 0,±1,±2,±3, · · · (5.1)

というとびとびの値をとる。この式では、運動量が正と負の両方の値を
とりうることに対応して、nの値には全ての整数値が許されるとした。
一辺 Lの直方体に閉じ込められた 3次元自由粒子を考えると、可能な
粒子の運動量は、

p = ℏ
2π

L
(nx, ny, nz) ≡ ℏ

2π

L
n; nx, ny, nz = 0,±1,±2, · · · (5.2)

となり、粒子の状態は整数値を成分に持つ 3次元ベクトルnで指定でき
る。その時の粒子のエネルギーは

ϵ =
p2

2m
=

ℏ2

2m

(
2π

L

)2 (
n2
x + n2

y + n2
z

)
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で与えられる。
この様な粒子がN 個集まった系全体の状態は、

１番目の粒子の状態 n1

２番目の粒子の状態 n2

· · ·
N番目の粒子の状態 nN

のように、整数値の成分を持つ 3次元ベクトルN個の組 (n1,n2, · · · ,nN)

で指定される。その時の系の全エネルギーは

N∑
i=1

ϵi =
(2πℏ)2

2mL2

N∑
i=1

n2
i (5.3)

で与えられる。

5.2 理想気体の状態数
∆Eを微視的な大きさのエネルギー巾として、W (E)を全エネルギーが

E −∆EとEの間にある系の状態数とする1。Ω(E)を全エネルギーがE

以下の系の状態数とすると、W (E)は

W (E) = Ω(E)− Ω(E −∆E) (5.4)

のようにΩ(E)を用いて導かれる。
式 (5.4)を用いて状態数W (E)を求めるために、まず Ω(E)を求める。
全エネルギーは式 (5.3)で与えられるので、エネルギーE以下の状態数は

N∑
i=1

n2
i ≤

2mL2

(2πℏ)2
E ≡ R2 (5.5)

を満たす3N次元空間の整数座標上の格子点の数に等しい。式 (5.5)は半径

R =

√
2mL2

(2πℏ)2
E

の 3N 次元球を表す。格子点１つあたりの体積は１だから、式 (5.5)を満
たす格子点の数はこの 3N次元球の体積にほぼ等しい。一般の d次元の球
の体積の公式

Vd(R) = AdR
d; Ad ≡

2πd/2

dΓ(d/2)
(5.6)

を用いると、エネルギーE以下の状態数Ω(E)は

Ω(E) ≈ 1

N !
A3N

(
L

2πℏ
√
2mE

)3N

(5.7)

1　単にエネルギーEの状態数としなかったのは、状態のエネルギーは離散的なので、
任意に E をとると厳密に一致する状態数はほとんどいつもゼロとなるからである。こ
の場合W (E)は∆Eにも依存するが、後述するように、それによるエントロピー S(E)
の∆E 依存性は無視できるほど小さい。
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で与えられる。但し、Γ(n)はガンマ関数と呼ばれる特殊関数

Γ(n) ≡
∫ ∞

0

tn−1e−tdt (5.8)

で、階乗 (n− 1)!を複素変数に拡張したものである。右辺の最初の 1/N !

の因子はN 個の気体分子が区別できないことからくる2。
ここで、次元 dがアボガドロ数程度の非常に大きな次元の球の体積と、
その厚さ∆Rの球殻の体積

Sd(R,∆R) ≡ Vd(R)− Vd(R−∆R)

について、以下の一見奇妙な関係に注意しよう。すなわち、式 (5.6)から

Sd(R,∆R)

Vd(R)
= 1−

(
1− ∆R

R

)d

なので、球殻の厚さが薄く∆R/R ≪ 1であっても、次元 dが極めて大き
く d≫ R/∆R であれば、右辺第 2項は 1に比べてずっと小さく

Sd(R,∆R) ≈ Vd(R) (5.9)

となり、球殻の体積が球の体積にほぼ等しい。つまり、アボガドロ数程
度の大きな次元の空間では、リンゴは殆ど皮だけでできている！

式 (5.4)に対して同様の議論をすると、式 (5.7)を用いて

W (E) ≈ Ω(E) =
1

N !

2 π3N/2

3N Γ(3N/2)

V N

(2πℏ)3N
(
2mE

)3N/2
(5.10)

を得る。但し、V = L3は系の体積。

問題 5.1 不等式 (5.5)は、変数 n1x, n1y, n1z, n2x, · · · , nNzを座標軸とし
た 3N 次元空間において、半径Rの “球”の内部を表すことを説明せよ。

問題 5.2 半径Rの d次元球の体積の公式 (5.6)を導出せよ。

問題 5.3 粒子が区別できない場合、式 (5.7)に因子 1/N !が必要なことを
説明せよ。また、この因子 1/N !は近似的なものであることを説明せよ。

問題 5.4 ϵ≪ 1であっても、dが非常に大きく、ϵd≫ 1であれば

(1− ϵ)d ≪ 1

であることを示せ。ヒント：ϵ ≪ 1に対して (1− ϵ)1/ϵ ≈ 1/e

2　粒子が区別できない場合は、一粒子の状態を指定するN 個のベクトル niの並べ
る順序を変えたものは同じ状態を表す。ni がすべて異なる場合には、これらを並べる
順列の数 N !だけ同じ状態があるので、N !で割らなければならない。ni のなかに同じ
ものがいくつかある場合にはこの因子はN !より小さいが、全エネルギー Eが大きいく
ni の値として可能な範囲が広い場合には偶然２つが同じものになることは滅多に起こ
らないので、この近似は良い。一方、E が小さい時にはこの近似は良くない。
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5.3 理想気体のエントロピー
さて、上で得た状態数を用いて系のエントロピーを求める。ボルツマ
ンの関係式より

S = kB lnW ≈ kB lnΩ

= −NkB (lnN − 1)

+NkB

(
lnV − 3 ln 2πℏ+

3

2
ln π +

3

2
ln(2mE)

)
− kB ln Γ

(
3

2
N

)
− kB ln

3

2
N (5.11)

となるが、N が大きな整数の場合にガンマ関数の対数が

ln Γ

(
3

2
N

)
≈ 3

2
N

(
ln

(
3

2
N

)
− 1

)
(5.12)

と近似できることを用いて

S = NkB

[
3

2
ln

(
4πm

3(2πℏ)2
· E
N

)
+ ln

V

N
+

5

2

]
(5.13)

をえる。ただし、式 (5.11)の最後の項は、他の項に比べて無視できるこ
とを用いた。その結果、エントロピーは∆Eに依存しないことに注意。

問題 5.5 nが正の整数のとき、ガンマ関数の値は

Γ(n+ 1) = n! , Γ

(
n+

1

2

)
=

(2n)!

22n n!

で与えられる。これとスターリングの近似式を用いて、N ≫ 1の場合の
近似式 (5.12)を導け。

5.4 理想気体の温度と状態方程式
このエントロピーを用いると系の温度 T は

1

T
=
dS

dE
= NkB

3

2

1

E
(5.14)

となる。これを逆に解いてエネルギーを温度で表すと、古典統計力学の
エネルギー等分配則

E =
3

2
NkBT (5.15)

が得られる。
前節で求めたエントロピーの表式 (5.13)は、エントロピーをエネルギー

Eと体積 V の関数として与えている。そこで、熱力学の関係式(
∂S

∂V

)
E

=
P

T
(5.16)
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を用いると、
P

T
=

(
∂S

∂V

)
E

=
NkB
V

(5.17)

即ち、理想気体の状態方程式

PV = NkBT (5.18)

が得られる。
これらの結果は、ボルツマンの関係式と熱力学の関係式を用いて求め
た温度が、理想気体による気体温度計ではかった絶対温度であることを
示している。このことは、ボルツマンのエントロピーの表式が熱力学的
エントロピーとして適切であることの状況証拠である。

問題 5.6 理想気体のエントロピーの表式 (5.13)の微分を実行して、式
(5.14)および式 (5.17)を計算せよ。

問題 5.7 微小な準静的過程における熱力学の第一法則

dE = TdS − PdV

から、熱力学関係式 (5.16)を導け。

5.5 付録：系の体積が変わる場合の最大確率状態
これまでは系の体積が固定されているとして議論を進めてきた。理想
気体の状態数 (5.10)のように、一般には状態数はエネルギーの他に系の
体積にも依存するので、外から一定の圧力Pexが加わっているという条件
で最大確率の状態を求めてみよう。系は熱的には孤立していて、外界と
のエネルギーのやりとりは体積変化に伴う仕事だけとする。
断面積Aのシリンダーにピストンで上から閉じ込められた系を考える。
ピストンには質量mの重りがのせられており、ピストンの高さを xとす
る。すると、系の体積 V、外からかけられた圧力 Pexはそれぞれ、

V = Ax, Pex = mg/A

で与えられる。但し、gは重力加速度。系のエネルギー Eと重りの位置
エネルギーmgxの合計は一定で変化しないので、それをE0とすると

E +mgx = E0 定数

x
図 5.1: シリンダーに閉じ込められた系。シ
リンダーの断面積はAで、ピストンの上に質
量mの重りが乗っているとする。

35



が成り立つ。系の状態数はエネルギーEと体積 V の関数であるが、それ
らをピストンの高さ xで表わされているので、

W (E, V ) = W (E0 −mgx,Ax)

と書ける。すると、系のエントロピーも同様に xの関数として

S(E, V ) = kB lnW (E, V ) = S(E0 −mgx,Ax) (5.19)

と表される。
ここで、等確率の原理を用いると、最大確率の状態ではW、即ち Sが
最大であるので、平衡状態 (最大確率状態）のピストンの高さ xは、条件

dS

dx
= 0

によって決まる。これは式 (5.19)より

−mg
(
∂S

∂E

)
V

+ A

(
∂S

∂V

)
E

= 0

となり、温度の式より (
∂S

∂V

)
E

=
mg/A

T
=
Pex

T

を得る。熱力学関係式 (5.16)と比較すると、

P = Pex

即ち、

系の圧力 P が外からかけられた圧力 Pexに等しいとき、
最大確率、即ち、平衡状態である

ことが分かる。

36



第6章 小正準集団の例題 – ２準
位系

小正準集団の次の例題として、各粒子に２つの状態があるN 粒子系を
考える。分子には実際は無限個の状態があるが、近似的に２準位系とし
て扱える場合がある。例えばレーザー理論などでは２準位近似はよく用
いられる。

6.1 ２準位系の量子状態
N個の局在粒子からなる系を考える。各粒子は２つの量子状態１または
２のどちらかにある。それぞれの状態のエネルギーを ϵ1および ϵ2 (ϵ1 < ϵ2)

とし、状態１にある粒子の数をN1、状態２にある粒子の数をN2個とす
る。すると、系の粒子数N およびエネルギーEは

N = N1 +N2 (6.1)

E = N1ϵ1 +N2ϵ2 (6.2)

と表される。この時、全系を記述する量子状態の数W は

W = NCN1 =
N !

N1!N2!
(6.3)

である。
式 (6.3)はN1とN2で表されているが、式 (6.1)および (6.2)を逆に解
くことにより、N1とN2はNとEの関数と見ることが出来るので、状態
数W もN とEの関数である。

問題 6.1 微視的に区別できる全系の量子状態の数が式 (6.3)で与えられ
ることを説明せよ。

6.2 エントロピーと温度
式 (6.3)より系のエントロピーは

S = kB lnW

= kB

[
N (lnN − 1)−N1 (lnN1 − 1)−N2 (lnN2 − 1)

]
= NkB

[
−
(
N1

N

)
ln

(
N1

N

)
−
(
N2

N

)
ln

(
N2

N

)]
(6.4)
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と与えられる。Wと同様、このSもEとN の関数と見なせる。
この表式を用いて系の温度 T は以下のように計算できる。

1

T
=
dS

dE
=

∂S

∂N1

dN1

dE
+

∂S

∂N2

dN2

dE

=
kB
∆ϵ

ln
N1

N2

(6.5)

但し、２つの状態のエネルギー差を

∆ϵ = ϵ2 − ϵ1

と表した。
式 (6.5)を逆に解いてN1, N2を温度の関数として表すことにより

N1 = N
1

1 + e−∆ϵ/kBT
(6.6)

N2 = N
e−∆ϵ/kBT

1 + e−∆ϵ/kBT
(6.7)

E = N

(
ϵ1 +∆ϵ

e−∆ϵ/kBT

1 + e−∆ϵ/kBT

)
(6.8)

を得る。最後に、エネルギーを温度で微分して、２準位系の比熱（熱容
量）Cの表式

C =
dE

dT
= NkB

(
∆ϵ

kBT

)2
e−∆ϵ/kBT(

1 + e−∆ϵ/kBT
)2 (6.9)

を得る。
式 (6.9)で与えられる比熱は熱エネルギー kBT が２準位のエネルギー
差の半分∆ϵ/2に相当する温度にピークを持つ。この様に温度の関数とし
て一つのピークを持つ比熱をショットキー型 (Schottky type)といい、２
準位系に特徴的な比熱のタイプである。

問題 6.2 比熱（熱容量）の表式 (6.9)を求めよ。

問題 6.3 式 (6.9)の低温領域 kBT ≪ ∆ϵおよび高温領域 kBT ≫ ∆ϵでの
近似表式を求めよ。それらを用いて、温度の関数として比熱をグラフに
描け。

6.3 弱く相互作用した多準位粒子からなる系
M個の量子状態を持つ粒子 (M準位粒子)がN個集まった系を考える。

i番目の状態のエネルギーを ϵi(i = 1, 2, 3, · · · ,M)とする。系全体は孤立
しており、粒子同士は弱く相互作用しているものとする。また、粒子は
同等であるが、局在しているので互いに区別できるものとする。
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いま、系全体の中で、

1番目の状態にある粒子の数を N1,

2番目の状態にある粒子の数を N2,

· · · (6.10)

i番目の状態にある粒子の数を Ni,

· · ·

とする。全粒子数はN なので、Niは

N =
M∑
i=1

Ni (6.11)

を満たさなければならない。系の全エネルギーEはNiと

E =
M∑
i=1

ϵiNi (6.12)

の関係がある。また、Ni (i = 1, 2, · · · ,M)が与えられた時、区別可能な
系の量子状態の数Wは

W(N1, N2, · · · , NM) =
N !

N1!N2! · · ·NM !
(6.13)

である。ここで、WがNi (i = 1, · · · ,M)の関数であることを明示した。

さて、孤立系の統計力学的性質は、原理的にはミクロカノニカル集団
を用いて調べることができる。すなわち、エネルギーEが与えられたと
き、系全体の状態数をエネルギーの関数として求め、それから求めたエ
ントロピーをエネルギーで微分することにより系の温度を求めるという
手順で系を調べるのである。しかし、この手順を具体的実行するのは、２
準位系以外 (M ≥ 3)では特別な場合を除いて面倒だ。理由は、N とEが
与えられてもNi (i = 1, 2, · · · ,M)が一組に決まらないからである。すな
わち、与えられたN とEの下での状態数W は、式 (6.11)と式 (6.12)を
満たすNiの組すべてについての式 (6.13)の和、

W =
∑

N=
∑

i Ni, E=
∑

i ϵiNi

W(N1, N2, · · · , NM) (6.14)

となり、一つのWで与えられない。
ところが、粒子数N がアボガドロ数程度のマクロな系では、すでに見
てきた幾つかの例と同様に、右辺の項のうち、最大値W∗を与えるN∗

i お
よびその近傍の寄与が圧倒的に大きく、右辺の和は

W ≈ cNa W(N∗
1 , · · · , N∗

M) ≡ cNa W∗ (6.15)

と近似できるであろう。ここで、cは比例係数、aは 1/2程度のべき指数
で、cNaはW∗と同様の寄与を与える項の数の見積もりとする。すると、
系のエントロピーは

S = kB lnW = kB
(
lnW∗ + ln c+ a lnN

)
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で与えられる。ところが、最大項W∗の値は非常に大きく、対数をとって
もN のオーダーの値なので、右辺の第１項以外は完全に無視でき、系の
エントロピーは非常に良い近似で

S = kB lnW∗ (6.16)

と表される。即ち、等確率の原理に基づけば、最大確率を与えるN∗
i の組

のごく近傍が実現する確率がそうでない場合に比べて非常に大きく、そ
れが熱力学的平衡状態に対応している。

そこで、問題は「W∗は何か？」、即ち

問題: 与えられたNおよびEに対して条件 (6.11)および (6.12)を
満たすNi (i = 1, 2, · · · ,M)の組のうち、式 (6.13)で与えられる状
態数W を最大にするものは何か?

ということになる。

議論を進める前に、式 (6.11)∼(6.13)を状態 iにある粒子の割合

pi ≡
Ni

N
(6.17)

を用いて書き直しておく：

1 =
∑
i

Ni

N
=
∑
i

pi ≡ N (6.18)

E

N
=
∑
i

ϵi
Ni

N
=
∑
i

ϵi pi ≡ E (6.19)

1

N
lnW = (lnN − 1)− 1

N

∑
i

Ni(lnNi − 1) = −
∑
i

Ni

N
ln
Ni

N

= −
∑
i

pi ln pi ≡ S (6.20)

問題: 条件 (6.18)および (6.19)を満たす pi (i = 1, 2, · · · ,M)の組
のうち、式 (6.20)で与えられる S を最大にするものは何か?

いま、仮に piの値を微小量 δpiずらして

pi → pi + δpi

としたとする。それによる Sの微少変化 δSは δpiの一次のオーダーで

δS =
1

N
δ(lnW) = −

∑
i

(ln pi + 1) δpi (6.21)

で与えられる。δpiや δSのように、仮想的に変化させた微小量のことを
変分と呼ぶ。
もし、Sを最大にするように piが与えられているとすると、piの変分
に対して Sの変分はゼロ、即ち停留になる。逆に、この変分ゼロという
条件から Sを最大にする piを求めることができる。
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仮に、piに何の条件もなく、δpiをすべて独立にとれるのであれば、任
意の変分 δpiに対して式 (6.21) がゼロとならなければならないので、δpi
の係数は全てゼロ、即ち、

ln pi + 1 = 0 ⇒ pi = e−1

となる。しかし、これは明らかにおかしい。
今の問題では、piは式 (6.18)および (6.19)を満たさなければならず、pi
の変分もその範囲で取らなければならない。そのような条件の下での変
分を δ′piと書くことにする。すると、δ′piの満たすべき条件は、

δ′N =
∑
i

δ′pi = 0 (6.22)

δ′E =
∑
i

ϵi δ
′pi = 0 (6.23)

と表され、Sを最大にする piはこの条件付き変分 δ′piに対して

δ′S = −
∑
i

(ln pi + 1) δ′pi = 0 (6.24)

を満たす。すなわち、

問題: pi が条件 (6.18)および (6.19)を満たし、変分 δ′pi が条件
(6.22)および (6.23)を満たす範囲で任意のものに対して、式 (6.24)

を満たす piの組はどう与えられるか

となった。今は、δ′piは互いに独立ではないので、式 (6.24)において δ′pi
の係数はゼロではない。

問題 6.4 Ni (i = 1, 2, · · · ,M)が与えられた時の状態数が式 (6.13)となる
ことを説明せよ。

6.3.1 ラグランジュの未定乗数法

この様な、拘束条件の下での最大値問題はラグランジュの未定乗数法
(Lagrange’s method of undetermined multiplier)を用いて解ける。最初に、
この方法の手順を説明して、その後に、どうしてこの方法で解が得られ
るかを示す。

手順： (i) まず、束縛条件 (6.18)および (6.19)に対応して２つの未定乗
数 αおよび βを導入し、

S̃ ≡ S − αN − βE (6.25)

を考える。
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(ii)次に、束縛条件なしに S̃ を最大にする piを求める。即ち、それぞれ
独立で任意の変分 δpiに対して、

δS̃ = δS − αδN − βδE

= −
∑
i

(ln pi + α + βϵi) δpi = 0 (6.26)

を満たす piを求める。ただし α + 1を改めて αと定義し直した。この解
piは未定乗数 αおよび βに依存する。

(iii) 最後に、乗数 αおよび βを束縛条件 (6.18)および (6.19)を満たすよ
うに決める。すると、その結果得られた piは求める解になっている。

これが解になっていること： こうして得られた piが束縛条件を満たす
のは、未定乗数αとβをそのように決めたのであるから、当然である。こ
れが、束縛条件を満たす変分 δ′piに対して、δ′S = 0となることを示せば
よい。

これは、以下のように簡単に示せる：このように求めた piは式 (6.26)

を満たす。即ち、S̃は任意の変分 δpiに対して δS̃ = 0なのだから、変分
を束縛条件を満たすものに制限して δ′piとしてもやはりゼロ、即ち

δ′S̃ = δ′S − αδ′N − βδ′E = 0 (6.27)

である。一方、束縛条件を満たす変分 δ′piは式 (6.22)および (6.23)を満
たし δ′N = 0および δ′E = 0なので、結局式 (6.27)より δ′S = 0を満たす
ことが分かる。

具体的計算： 式 (6.26)は互いに独立で任意の δpiについて成り立つの
で、δpiの係数がすべてゼロ

ln pi + α + βϵi = 0 (6.28)

でなければならない。これより直ちに

pi = e−α−βϵi . (6.29)

となり、piはαおよびβの関数として求められる。この piを条件式 (6.18)

および (6.19)に代入して、

1 =
∑
i

pi =
∑
i

e−α−βϵi (6.30)

E

N
=
∑
i

ϵipi =
∑
i

ϵi e
−α−βϵi (6.31)

を得る。これらの式より αと βは決められる。まず αは、式 (6.30)より

eα =
∑
i

e−βϵi ≡ f (6.32)
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と βの関数として与えられる。一方 βは、式 (6.31)より

E

N
=

1

f

∑
i

ϵi e
−βϵi (6.33)

によって決められる（一般には陽な形には解けない）。結局、式 (6.29)よ
り、Sを最大にする piは

p∗i ≡
N∗

i

N
=
e−βϵi

f
(6.34)

で与えられる。

未定乗数 βの意味： 更に、エネルギー一定の条件に対する未定乗数 β

は、温度の逆数

β =
1

kBT
(6.35)

となることが示される。

〔証明〕エントロピーSは式 (6.16)で与えられ、これを式 (6.20)

のように piを用いて表すと、

S ≈ kB lnW∗ = −kBN
∑
i

p∗i ln p
∗
i (6.36)

となる。Wを最大にする piは式 (6.29)

p∗i = e−α−βϵi

で与えられ、更にこの中の αおよび βは

1 =
∑
i

p∗i ,
E

N
=
∑
i

p∗i ϵi (6.37)

によりN と Eの関数として与えられるので、結局、p∗i もN

とEの関数である。

エントロピーの表式 (6.36)より、温度は

1

T
=
dS

dE
= −kBN

∑
i

dS

dp∗i

dp∗i
dE

= −kBN
∑
i

(ln p∗i + 1)
dp∗i
dE

= −kBN
∑
i

(−α− βϵi + 1)
dp∗i
dE

= −kBN (−α + 1)
∑
i

dp∗i
dE

+ kBNβ
∑
i

ϵi
dp∗i
dE

(6.38)

で与えられる。これに、式 (6.37)の両辺をEで微分した式

0 =
∑
i

dp∗i
dE

,
1

N
=
d(E/N)

dE
=
∑
i

dp∗i
dE

ϵi

を用いると、
1

T
= kBβ すなわち、 β =

1

kBT

が得られる。 証明終■
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■ ラグランジュの未定乗数 βが 1/kBT であることの別の証明

系のエントロピーがNiの関数 S (N1, N2, · · · )を最大にするN∗
i に対し

て、S (N∗
1 , N

∗
2 , · · · )と与えられることを用いると、このことは以下のよう

に証明できる。

〔別証〕系の粒子数N および系のエネルギーEも、Niの関数として

N = N (N1, N2, · · · ) , E = E (N1, N2, · · · ) (6.39)

と表されているとする。これらの具体的な関数形は以下の議論で不要。

ラグランジュの未定乗数法では、未定乗数 αおよび βを導入して、N∗
i

は、関数

S (N1, N2, · · · )
kB

− αN (N1, N2, · · · )− βE (N1, N2, · · · ) (6.40)

を最大にするように決める。即ち、

Ni −→ Ni + δNi (6.41)

に対する変分がゼロ、即ち

1

kB
δS − αδN − βδE = 0 (6.42)

となるようにN∗
i はαと βの関数として決められている。更に、αと βは

条件 (6.39)により、N とEの関数として決められている。
このN∗

i からの変分 δNiを、N は一定でEのみ変化するようにとった
とする。すると、それに対する SとEの変分は、式 (6.42)で δN = 0と
したもの

1

kB
δS − βδE = 0 (6.43)

を満たすので、これから直ちに(
∂S

∂E

)
N

= kBβ (6.44)

が得られる。 証明終■
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第7章 熱浴に接した系と正準
集団

巨視的な孤立系の一部に注目する。注目している部分系をA、残りをB

とし、BはAよりずっと大きいとする。全系のエネルギーは保存するが、
部分系AとBは弱く相互作用し熱のやりとりをするとする。大きな部分
系 Bを熱浴 (heat bath)または環境 (environment)という。全系は等確率
の原理に従うとして、部分系Aの量子状態の出現確率を求めてみよう。

7.1 量子状態の出現確率
部分系Aと熱浴Bを合わせた全系は孤立しているので全エネルギーは
一定で、それをET とする。その時、

系Aが量子状態 nにある確率 Pn

を求めよう。系Aが量子状態 nにある時の系AのエネルギーをEnとす
る。するとその時、熱浴BのエネルギーはET − Enである。
全系に対して等確率の原理を用いると、ある事象が起こる確率はその
事象を起こす全系の状態数に比例する。即ち、確率Pnは部分系Aが状態
nである全系の状態数に比例し、更に、部分系Aが量子状態 nにある全
系の状態数は部分系Bの状態数WB(ET − En)に等しい。即ち、Pnは

Pn ∝ WB(ET − En) (7.1)

と与えられる。
この右辺の状態数は熱浴のエントロピー SBを用いて

Pn ∝ WB(ET − En) = exp

[
1

kB
SB(ET − En)

]
と表わされる。更に、熱浴の方がずっと大きいのでEn ≪ ET であること
を用いて、Enについてテーラー展開することにより、

Pn ∝ exp

[
1

kB

(
SB(ET )−

dSB

dE

∣∣∣
E=ET

En

)]
= exp

[
1

kB

(
SB(ET )−

En

T

)]
∝ exp

[
− En

kBT

]
(7.2)
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を得る。ここで、熱浴の温度を T とした1：

1

T
=
dSB

dE

∣∣∣
E=ET

. (7.3)

式 (7.2)の最後の表式の確率 Pn の因子はボルツマン因子 (Boltzmann

factor)と呼ばれる。このボルツマン因子を系Aのすべての状態に対して
和を取ったもの

Z =
∑
n

e−En/kBT (7.4)

は分配関数 (partition function)、あるいは状態和 (sum over states)と呼
ばれ、後で重要な役割を果たす2。これは、確率 (7.2)の規格化因子の逆
数になっている。
得られたことをまとめると、温度 T の熱浴に接した系の量子状態 nの
出現確率 Pnは、その状態のエネルギーEnを用いて、

Pn =
e−En/kBT

Z
(7.5)

で与えられる3。分布関数 (7.5)で与えられる確率分布をギブス分布 (Gibbs

distribution)あるいはボルツマン分布 (Boltzmann distribution)と呼ぶ。ま
た、量子状態 nの出現確率が式 (7.5)で与えられる統計集団、即ち、

考えている系のすべての量子状態の集合を考え、
それぞれの量子状態の出現確率を式 (7.5)で与えた統計集団

を、温度 T の正準集団 (canonical ensemble)と呼ぶ。つまり、

全系に対して等確率の原理を仮定すると、
熱浴に接した系の量子状態の出現確率は、
熱浴の温度の正準集団で与えられる

ことが示された。

問題 7.1 式 (7.1)、即ち、系Aの状態の出現確率が、なぜ熱浴 Bの状態
数に比例するのか、説明せよ。

問題 7.2 確率 Pnが式 (7.5)で与えられるとき、エネルギーの期待値

⟨E⟩ =
∑
n

EnPn

が、分配関数を用いて

⟨E⟩ = − d

dβ
lnZ (7.6)

で与えられることを示せ。但し、β = 1/kBT である。
1すでに第４章で見たように、系 Aが最大確率のエネルギーを持つとき、系 Aの温

度は熱浴の温度に等しい（式 (4.6)参照）。
2分配関数に於ける nの和は、系の状態 nについての和であって、粒子の和ではない。

また、En は状態 nの系のエネルギーであって、n番目の粒子のエネルギーではない。
3この Pn は状態 nの出現確率であって、エネルギー En の出現確率ではない。
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7.2 エネルギーの出現確率
式 (7.5)で与えられるのは、量子状態の出現確率であって、エネルギー
の出現確率ではない。もし同じエネルギーの量子状態が２つあれば、そ
れそれの状態の出現確率が式 (7.5)で与えられるので、そのエネルギーの
出現確率は 2倍になるからだ。以下で、

部分系AのエネルギーがEとなる確率 PA(E)

がどう表されるか考えてみる。
系AがエネルギーEの量子状態のうちあるひとつの状態をとる確率は、
前節で議論したように

1

Z
e−E/kBT

で与えられる。系AのエネルギーがEとなる確率は、系Aがエネルギー
Eの量子状態のどれかを取る確率なので、これに状態数WA(E)をかけて、

PA(E) =
1

Z
WA(E)e

−E/kBT

で与えられる。これを系Aのエントロピー SAで表すと、

PA(E) =
1

Z
exp

[
− 1

kBT

(
E − TSA(E)

)]
=

1

Z
e−FA(E)/kBT (7.7)

となる。ただし、
FA(E) ≡ E − TSA(E) (7.8)

は、系Aのヘルムホルツの自由エネルギー FAと同様な形をしているが、
T は熱浴の温度で SAはエネルギーEの関数とみなしたものである4。
部分系Aが巨視的であれば、エネルギーの分布関数 (7.7)は鋭いピーク
を持ち、分布の幅は非常に狭いと予想できる。以下で、最大確率を与え
るエネルギーE0およびそのまわりの分布の幅を求めてみよう。

E0
E

PA(E)

図 7.1: 部分系Aのエネルギー分布

4式 (7.8)で与えられる量が熱力学的な自由エネルギーであるためには、E と T は熱
平衡で決まる関係を満たさなければならない。
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7.2.1 最大確率のエネルギー

まず、最大確率を与えるエネルギーE0は

dFA(E)

dE

∣∣∣∣
E=E0

=
d

dE

(
E − TSA(E)

)∣∣∣
E=E0

= 0 (7.9)

の条件を満たす。この条件は

dSA

dE

∣∣∣∣
E=E0

=
1

T
(7.10)

とかけるが、左辺は系Aの温度の逆数を与えるので、この式は

系Aの温度が熱浴の温度に等しくなるエネルギーが最大確率
を与える

ことを示している。また、式 (7.9)は自由エネルギーを最小にする条件で
もあることに注意しよう。
式 (7.9)あるいは (7.10)を満たすE0は温度の関数E0(T )で、熱力学に
於ける平衡状態での系の内部エネルギーと解釈できる。それを式 (7.8)に
代入したものは、温度 T での系Aの熱力学的自由エネルギーFA(T )であ
る：

FA(T ) = FA

(
E0(T )

)
= E0(T )− TSA

(
E0(T )

)
. (7.11)

7.2.2 エネルギー分布の幅

エネルギー分布PA(E)の幅を与えるために、式 (7.7)の指数関数の肩を
E = E0のまわりにテーラー展開する：

E − TSA(E) = E0 − TSA(E0) +
d

dE

(
E − TSA(E)

)∣∣∣
0
(E − E0)

+
1

2

d2

dE2

(
E − TSA(E)

)∣∣∣
0
(E − E0)

2 + · · ·

= FA(T )−
1

2
T
d2SA

dE2

∣∣∣∣
0

(E − E0)
2 + · · · (7.12)

ここで、· · · |0は · · · |E=E0を意味し、また、テーラー展開の一次の項は式
(7.9)よりゼロとなることを用いた。
2次の項の係数は、

d2SA

dE2

∣∣∣∣
0

=
d

dE

1

TA(E)

∣∣∣∣
0

= − 1

T 2
A

dTA
dE

∣∣∣∣
0

= − 1

T 2

(
dE0

dT

)−1

≡ − 1

T 2CA

のように5、部分系Aの熱容量

CA ≡ dE0

dT

5　 TA(E0) = T、即ち式 (7.10)を用いた。
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で表される。これを用いると、テーラー展開 (7.12)は

E − TSA(E) = FA(T ) +
1

2TCA

(E − E0)
2 + · · · (7.13)

となる。これを式 (7.7)に代入することにより、エネルギーの分布関数と
して

PA(E) ∝ exp

[
− 1

2kBT 2CA

(E − E0)
2

]
(7.14)

を得る。この分布からエネルギーの平均はE0となり、平均の周りの揺ら
ぎ、すなわち分散は 〈(

E − E0

)2〉
= kBT

2CA (7.15)

で与えられることがわかる。すなわち、エネルギーの揺らぎは系の熱容
量に比例している6。
エネルギー分布の平均値に対する相対幅は√

⟨(E − E0)2⟩
⟨E⟩

=

√
kBT 2CA

E0

∝ 1√
N

(7.16)

となり、巨視的な系では非常に小さいことが分かる。ただし、ここで熱
容量CAやエネルギーE0など示量変数は系の粒子数Nに比例することを
用いた。

問題 7.3 分布関数 (7.14)から、平均および分散が式 (7.15)で与えられる
ことを示せ。

7.2.3 エネルギーの分散と熱容量の関係（別法）

エネルギーの分散と熱容量の関係 (7.15)は、以下のようにして求める
こともできる： 〈(

E − ⟨E⟩
)2〉

=
〈
E2
〉
− ⟨E⟩2 (7.17)

であるが、正準集団の確率分布を用いると

Z =
∑
n

e−Enβ, ⟨E⟩ = 1

Z

∑
n

Ene
−Enβ,

〈
E2
〉
=

1

Z

∑
n

E2
ne

−Enβ

である。ここで β = 1/kBT . これらの表式より、

d ⟨E⟩
dβ

= −
〈(
E − ⟨E⟩

)2〉
(7.18)

が得られ、これより〈(
E − ⟨E⟩

)2〉
= −d ⟨E⟩

dβ
= kBT

2C (7.19)

が得られる。

問題 7.4 式 (7.17)∼(7.19)を確かめよ。
6これはギブスとアインシュタインによって独立に導きだされた重要な関係式である。
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7.3 自由エネルギー
温度 T の熱浴と熱平衡状態にある系のヘルムホルツの自由エネルギー

F は、正準集団の分配関数Zを用いて

F (T ) = −kBT lnZ(T ) (7.20)

と与えられる。このことを以下に示す7。
分配関数は式 (7.4)で量子状態の和として定義されているが、これは以
下のように、エネルギー区間 (E −∆E,E]の状態数W (E)を用いて、エ
ネルギーを変数として、それについての和の形に表せる：

Z(T ) =
∑
n

e−En/kBT =

∆E 間隔∑
E

W (E) e−E/kBT

=

∆E 間隔∑
E

exp

[
− 1

kBT

(
E − TS(E)

)]
.

最後の等式では、状態数をエントロピーで表した。これは、前節で見た
式 (7.7)と同じ式なので、E = E0にある鋭いピークの周りの展開式 (7.13)

を代入し

Z(T ) ≈
∆E 間隔∑

E

∆E

∆E
exp

[
− 1

kBT
F (T )− 1

2kBT 2C
(E − E0)

2

]
≈ 1

∆E

∫
dE exp

[
−F (T )
kBT

− 1

2kBT 2C
(E − E0)

2

]
=

1

∆E
exp

[
−F (T )
kBT

]√
2πkBT 2C.

ここで、
∆E 間隔∑

E

∆E · · · ≈
∫
dE · · ·

を用いて和を積分で表すために、最初の式で因子∆E/∆E を導入した。
両辺の対数をとって−kBT をかけると、

−kBT lnZ(T ) = F (T )− kBT ln

[√
2πkBT 2C

∆E

]
を得る。
これは式 (7.20)と異なるが、右辺第 2項は第 1項に比べて無視できる
ことが、以下の議論から分かる。まず、右辺の第１項は示量変数なので
O(N)である。それに対して第２項は、∆Eを微視的なエネルギースケー
ルにとったとしても、対数の引数がせいぜいNのべき乗程度の量なので、
第２項の大きさは lnN 程度でしかない。このため、N がアボガドロ数程
度の巨視的な系では第１項に比べて第２項は、まったく無視できて、非
常に良い精度で式 (7.20)が成り立つ。

7この節では部分系 Aの量の表す添字 Aを略す。
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式 (7.20)は、分配関数という力学的に計算できる量と、自由エネルギー
という熱力学的量を結びつける重要な関係式である。しかし、これはこ
こで導入された新たな関係式ではなく、エントロピーに対するボルツマ
ンの関係式から導かれた関係式であることに注意しよう。

7.3.1 熱力学的関係式

式 (7.20)で与えられる自由エネルギーが、満たすべき熱力学的関係式

dF = −SdT − PdV (7.21)

即ち、

S = −
(
∂F

∂T

)
V

, P = −
(
∂F

∂V

)
T

(7.22)

を満たしていることを確認しよう。
ます、式 (7.20)は温度 T の関数としてきたが、体積 V には明示的には
依存していない。しかし、分配関数の定義式 (7.4)にある量子状態のエネ
ルギーEnは系の幾何学的構造に依存するので、体積にも依存する。その
結果、分配関数および式 (7.20)で与えられる自由エネルギーは、量子状
態のエネルギーを通じて系の体積に依存する量である：

Z(T, V ) =
∑
n

e−En(V )/kBT , F (T, V ) = −kBT lnZ(T, V ). (7.23)

まず F の温度微分を考える：(
∂F

∂T

)
V

=
∂

∂T

[
−kBT lnZ(T, V )

]
= −kB lnZ − kBT

∂ lnZ

∂β

dβ

dT

であるが、式 (7.6)を用いると、(
∂F

∂T

)
V

=
1

T

(
F − ⟨E⟩

)
= −S

を得る。
次に体積微分であるが、機械的な計算で(

∂F

∂V

)
T

=
∂

∂V

[
−kBT lnZ(T, V )

]
=

1

Z

∑
n

∂En

∂V
e−Enβ

をえる。ここに現れる ∂En/∂V は体積を変化させたときの状態 nのエネ
ルギーの変化率なので、系が量子状態 nにあったときの圧力−pnとみな
すことができる：

∂En

∂V
≡ −pn(V ).

すると、上の表式はそれぞれの状態の圧力への寄与の平均を与え、(
∂F

∂V

)
T

=
1

Z

∑
n

(
−pn(V )

)
e−Enβ = −P (T, V )

と解釈できる。
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7.4 弱く相互作用した部分系の集まり
Iと IIの 2つの部分からなる系を考える。部分系 Iと IIの相互作用は弱
く、Iと II合わせた全体は温度 T の熱浴に接しているとする。部分系 Iの
量子状態mのエネルギーをEI

m、部分系 IIの量子状態 nのエネルギーを
EII

n とすると、相互作用は弱いので、系の量子状態は (m,n)で指定され、
そのエネルギーE(m,n)は部分系のエネルギーの和

E(m,n) = EI
m + EII

n

で与えられる。
この時、系の分配関数Zは

Z =
∑
(m,n)

e−E(m,n)β

で与えられるが、

Z =
∑
m

∑
n

e−(EI
m+EII

n )β =
∑
m

e−EI
mβ
∑
n

e−EII
n β = ZI · ZII

のように、部分系の分配関数ZI とZII の積で表される。
自由エネルギーは

F = −kBT lnZ = −kBT ln
(
ZI · ZII

)
= −kBT lnZI − kBT lnZII = FI + FII

のように、部分系の自由エネルギー FI と FII の和となり、これは自由エ
ネルギーが示量変数であることを表している。

7.5 例題：調和振動子の集まり
温度 T の熱浴に接した、N 個の区別できる調和振動子の集まりからな
る系を考える。振動子間の相互作用は弱く、i番目の調和振動子の状態は
ゼロまたは正の整数 niで区別され、そのエネルギー εi(ni)は

εi(ni) =

(
ni +

1

2

)
ℏω

で与えられるとする。相互作用が弱いので、N 個の調和振子系の量子状
態は (n1, n2, · · · , nN)で指定され、そのエネルギーE(n1, · · · , nN)はそれ
ぞれの調和振動子のエネルギーの和で与えられる：

E(n1, n2, · · · , nN) =
∑
i

εi(ni).
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すると分配関数Zは、

Z =
∞∑

n1,··· ,nN=0

e−E(n1,··· ,nN )/kBT

=
∞∑

n1=0

· · ·
∞∑

nN=0

e−(ε1(n1)+···+εN (nN ))/kBT

=
∞∑

n1=0

e−ε1(n1)/kBT · · ·
∞∑

nN=0

e−εN (nN )/kBT

=

(
∞∑
n=0

e−(n+1/2)ℏω/kBT

)N

=

(
e−ℏω/2kBT

1− e−ℏω/kBT

)N

=

[
2 sinh

(
ℏω

2kBT

)]−N

となる。これより、自由エネルギー

F = −kBT lnZ = NkBT ln

[
2 sinh

(
ℏω

2kBT

)]
(7.24)

をえる。

問題 7.5 上で求めた自由エネルギーを用いて、調和振動子系のエントロ
ピーおよびエネルギーを求めよ。その結果が小正準集団で求めたもの（問
題 4.3）と一致することを示せ。

問題 7.6 N個の２準位粒子系の場合にも同様の問題を考え、小正準集団
で求めたものと比較せよ。

7.6 例題：理想気体
温度 T の熱浴に接している理想気体の系を考え、その分配関数および
自由エネルギーを求めよう。理想気体はN個の区別できない粒子からなっ
ており、その状態数W (E)は式 (5.10)で与えられている。分配関数はそ
れを用いて

Z(T, V ) =

∆E 間隔∑
E

W (E) e−E/kBT =
1

∆E

∫
dE W (E) e−E/kBT

=
1

N !

V N

(2πℏ)3N
(2mπ)3N/2

Γ(3N/2)

∫ ∞

0

dE E3N/2−1 e−E/kBT

と表される。最後の積分は、積分変数を t ≡ E/kBT と変換すると∫ ∞

0

dE E3N/2−1 e−E/kBT = (kBT )
3N/2

∫ ∞

0

dt t3N/2−1 e−t

= (kBT )
3N/2 Γ(3N/2)
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とガンマ関数で表されるので、

Z(T, V ) =
1

N !

[
V

(2πℏ)3
(
2mπkBT

)3/2]N
(7.25)

を得る。これより、ヘルムホルツの自由エネルギーは

F = −kBT lnZ

= −NkBT
[
3

2
ln(2πmkBT ) + ln

V

N
+ 1− 3 ln(2πℏ)

]
(7.26)

となり、その他の熱力学量はこの自由エネルギーより得られる。

問題 7.7 自由エネルギー (7.26)より理想気体のエントロピーおよびエネ
ルギーを求めよ。また、それらが第５章で求めた結果と一致しているこ
とを確かめよ。

7.7 統計力学的エントロピーと情報エントロピー
ここで、エントロピーの表式について、少し考えてみる。統計力学に
おけるエントロピーの表式は、孤立系（エネルギーで状態が指定される
系）で成り立つボルツマンの関係式 (4.1)によって与えらる。熱浴に接し
た系では、分配関数から求めた自由エネルギーの温度微分によって与え
られる。これらの表式は、量子状態 nの出現確率Pnを用いて表すと、い
ずれも

S = −kB
∑
n

Pn lnPn (7.27)

と言うかたちに表される。これはギブスのエントロピーと呼ばれる。
このことを、以下に見てみる。

孤立系の場合: 与えられたエネルギーの状態数がW の時、等確率の原
理から任意の量子状態 nの出現確率は同じ値

Pn =
1

W

なので、ボルツマンの関係式から与えられるエントロピーは

S = kB lnW = −kBW
1

W
ln

1

W
= −kB

W∑
n=1

Pn lnPn

となるので、式 (7.27)で与えられるものと同じである。

熱浴に接した系の場合： 正準集団に従うので

Pn =
1

Z
e−βEn
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で与えられる。エントロピーは

S = −
(
∂F

∂T

)
V

= − ∂

∂T

(
−kBT lnZ

)
= kB

(
lnZ +

∑
n

En

kBT

e−βEn

Z

)

= kB

(
lnZ +

∑
n

(
− ln(PnZ)

)
Pn

)
= −kB

∑
n

Pn lnPn

と、やはり同じ表式 (7.27)で表される。

情報エントロピー： エントロピーの表式 (7.27)は、

H = −
∑
n

Pn log2 Pn (7.28)

で定義される、情報エントロピー（またはシャノンエントロピー）と呼
ばれる量に比例している。情報エントロピー (7.28)は、事象 nが確率 Pn

で起こる事象の列があったときに、その事象列を記述するのに最低限必
要な事象当たりの文字数（ビット数）であることが示される。
情報エントロピーと熱力学的エントロピーは互いに変換できることが
示され、マックスウェルの悪魔と関連付けて、最近、盛んに研究されて
いる。
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第8章 統計力学の古典近似

これまでの記述は量子力学に基づき、系の定常状態が不連続で数えら
れることを前提にして、状態数などを計算してきた。しかし、系の温度が
充分高く、構成粒子の典型的な運動エネルギーが大きい場合には、古典
力学による記述が良い近似を与える。ここでは、量子状態と古典力学系
の位相空間との対応を考え、統計力学の古典近似に基づく表現を与える。

8.1 古典近似がよい条件
量子力学によると、粒子ははっきりとした位置と運動量を持たず、そ
れらの不確定さの間には不確定性関係と呼ばれる制限がある：

∆x ·∆p ≳ h. (8.1)

ここで hはプランク定数である。これからくる不確定性がどのような場
合に無視できるか考察してみよう。
位置と運動量という古典力学的概念で系を記述するのには、位置の不
確定性∆xは平均分子間隔 a程度以下でなければならない。その時、運動
量の不確定性は (8.1)より

∆p ∼ h/a (8.2)

程度以上となる。一方、温度T の系のなかの粒子の運動エネルギーはkBT

程度なので、運動量の大きさは

p ∼
√
mkBT

程度になる1。これが式 (8.2)で与えられる不確定性よりずっと大きく、

∆p ∼ h

a
≪
√
mkBT ∼ p (8.3)

を満たす場合は、不確定性を無視できるかもしれない。逆に、不等式 (8.3)

が成り立たなければ運動量が十分な精度で決まっているといえず、系の
古典的記述は適切では無い。これより、古典近似の必要条件として

kBT ≫ h2

ma2
(8.4)

を得る。すなわち、古典近似が良いためには十分温度が高くなければな
らず、逆に、低温では量子効果が現れる2。

1数係数は無視して、大きさの程度の評価を行う。この様な評価のことをオーダーの
評価 (order estimate)と言う。

2量子効果が現れる温度領域は粒子の質量 mに依存する。原子分子の質量を入れる
と式 (8.4)で与えられる温度は非常な低温になるが、電子の質量に対しては日常的な意
味ではかなりの高温でも量子効果が無視できないことが分かる。
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問題 8.1 古典近似が良いための条件 (8.3)を満たす温度を、固体中の電
子、固定中の原子、気体分子などに対して計算して見よ。

8.2 古典力学の位相空間と量子状態の対応
N 個の質点からなる系を記述するニュートンの運動方程式は

mi
d2ri
dt2

= Fi(r1, r2, · · · ); i = 1, 2, · · · , N (8.5)

のような 2階の微分方程式で与えられる。2階の微分方程式の初期条件は
位置と速度で完全に指定できる。このことから、

古典力学に従う系の状態は、ある時刻の位置と運動量（また
は速度）の 6N 個の変数の組

(r1,p1), (r2,p2), · · · , (rN ,pN)

で与えられる

ということがわかる。即ち、N 粒子系の状態は 6N 次元空間の１つの点
で表すことが出来る。その 6N 次元空間を位相空間 (phase space)、状態
を指定する点を代表点 (representative point)と言う。
系の位相空間と量子状態の対応を、簡単な例をとって考察してみよう。

8.2.1 例：一次元調和振動子

まず、1つの質点からなる一次元調和振動子を考える。運動方程式は

mẍ = −kx あるいは

{
ṗ = −kx
ẋ = p/m

(8.6)

で与えられ、解は{
x = A cos(ωt+ θ)

p = −mωA sin(ωt+ θ)
, ω ≡

√
k

m
(8.7)

p

x

ωm    A 

A

図 8.1: 一次元調和振動子の位相空間と代表点の軌道
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となる。ここで、Aと θは積分定数で、その値は初期条件で決まる。系の
エネルギーEは

E =
p2

2m
+

1

2
kx2 =

1

2
kA2 (8.8)

のように、Aを用いて表される。
位相空間は今の場合 2次元である。横軸を x、縦軸を pととると、代表
点は楕円上を右回りに回り、その楕円の面積 Sは

S = πA2mω (8.9)

で与えられる3。系のエネルギーは、位相空間における代表点の軌道の囲
む面積 Sを用いて

E =
k

2πmω
S =

ω

2π
S (8.10)

と表される。一方、量子力学に基づくと、可能な調和振動子のエネルギー
は

E =

(
n+

1

2

)
ℏω; n = 0, 1, 2, · · · (8.11)

と量子化される。これを式 (8.10)と比較すると、量子状態 nは、囲む面
積 Sが

S =

(
n+

1

2

)
h (8.12)

で与えられる軌道に対応する古典力学的運動とみなすと、両者が一致す
る。nはゼロまたは正の整数値をとるので、この結果は、

位相空間の面積 hあたり一つの量子状態が対応する

と解釈することができる。これを拡張して、一般に

自由度 fの系に対しては、位置と運動量からなる 2f次元の位
相空間において、体積 hf あたり一つの量子状態が対応する

と、近似的にみなせることが知られている4。
このことを用いて、古典力学に従う系においても、エネルギーがE以
下の状態数Ωcl(E)が、エネルギーがE以下の位相空間の体積をhfで割っ
たもの

Ωcl(E) =
1

hf

∫
· · ·
∫
H(x,p)<E

dx1 · · · dxfdp1 · · · dpf (8.13)

で与えられるものとする5。但し、N 個の同種粒子からなる系の場合には
これをN !で割ったものを用いる。エネルギーがE −∆EとEの間にあ
る状態数W (E)は、これより

W (E) = Ωcl(E)− Ωcl(E −∆E) (8.14)

で与えられる。
3　面積という用語を用いたが、縦軸は運動量なので Sの単位は通常の面積とは異な

ることに注意。
4　ここでは系の自由度を位置変数の数 f と定義した。自由度を位相空間の次元、即

ち、位置と運動量の変数の数と定義する文献もあるので、注意が必要。その場合は系の
自由度は 2f になる。

5　プランク定数 hの単位は式 (8.1)より位置×運動量なので、式 (8.13)の右辺は無
次元量である。
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8.2.2 ボーア・ゾンマーフェルトの量子化条件

位相空間の量子化の式 (8.12)は周期軌道に対するボーア・ゾンマーフェ
ルトの量子化条件

S =

∮
pdq = nh (8.15)

と、ゼロ点振動を表す項 (1/2)を除いて同値である。確かに、式 (8.15)は、
周期軌道、即ち閉じた軌道についての積分なので、その軌道の囲む面積
となる。

8.3 エルゴード仮設
統計力学の出発点である等確率の原理には、古典力学系ではエルゴー
ド仮設 (Ergodic hypothesis)

巨視的な孤立系の代表点は、2f次元位相空間の内のH(x, p) =

Eを満たす 2f − 1次元の等エネルギー超曲面上を、十分長い
時間の間にはくまなく一様に訪れる

が対応する。これは、

物理量の長時間平均は位相空間内のエネルギー一定の超曲面
上の一様分布による平均に 等しい

ことを意味する。
古典統計力学の基礎にこのエルゴード仮設があるが、このこと自体は
一般の系に対して証明されていない。さらに、巨視的な系の場合、代表
点が等エネルギー面のすべての点を訪れるのに必要な時間は、現実的に
可能な観測時間と比べて桁違いに長いので、現実の系の実験結果が統計
力学の結果と一致することの根拠をエルゴード仮設に求めるのは難しい。

8.4 古典近似による正準集団
これまでの考察から、古典近似では状態についての和は位相空間の積
分に 1/hf をかけたもので置き換えられることが分かる。例えば、量子状
態についての和によって与えられる分配関数Zは、古典近似では、

Z =
∑
n

e−En/kBT (8.16)

⇒ 1

hf

∫
· · ·
∫
e−H(q,p)/kBT

f∏
i=1

dqi dpi (8.17)

で置き換えられる。但し、区別できない同種粒子の系では、粒子の入れ
替えからくる余分の因子 1/N !が (8.17)式全体にかかる。
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また、粒子の位置 qと運動量 pについての確率分布関数 P (q, p)は

P (q, p) =
1

Z
e−H(q,p)/kBT (8.18)

で与えられる。

8.4.1 例：1次元局在調和振動子の集合

N 個の 1次元局在調和振動子系の場合は、ハミルトニアンは

H =
N∑
i=1

(
p2i
2m

+
1

2
mω2x2i

)
(8.19)

で与えられる。古典近似の分配関数は

Z =
1

hN

∫
· · ·
∫
dx1 · · · dxN dp1 · · · dpN exp

[
− 1

kBT

N∑
i=1

(
p2i
2m

+
1

2
mω2x2i

)]

=

[
1

h

∫ ∫
dx1 dp1 exp

[
− 1

kBT

(
p21
2m

+
1

2
mω2x21

)]]N
=

[
1

h

√
2πmkBT

√
2πkBT/mω2

]N
=

[
kBT

ℏω

]N
(8.20)

を得る。これより、

F = −NkBT ln

(
kBT

ℏω

)
(8.21)

S = −
(
∂F

∂T

)
(8.22)

E = − d

dβ
lnZ = NkBT (8.23)

を得る。

問題 8.2 （古典統計力学におけるエネルギー等分配則）：分布関数 (8.18)

を用いて、調和振動子の位置エネルギーおよび運動エネルギーの期待値
がどちらも 1

2
kBT で与えられることを示せ。

問題 8.3 （調和振動子）：調和振動子の自由エネルギー (7.24)が高温極
限 kBT ≫ ℏωで古典近似の表式 (8.21)に一致することを示せ。

問題 8.4 （理想気体）：一辺Lの立方体（体積 V = L3）に閉じ込められ
たN 個の区別できない自由粒子の系の分配関数を古典近似で求めよ。ま
た、この古典近似の分配関数から求めた自由エネルギー F が式 (7.26)に
一致していることを確認せよ。
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第9章 粒子浴に接した系と大正
準集団

注目している系Aと環境Bとの間で、熱だけではなく粒子もやりとり
するような場合を考える。系と環境を合わせた全体は孤立していて、エ
ネルギーと粒子数は保存するとし、全系に等確率の原理を適用したとき、
部分系Aの量子状態の出現確率は大正準集団と呼ばれる統計集団で与え
られることを示す。

9.1 最大確率を与える状態
系AのエネルギーをEA、粒子数をNA、環境Bのエネルギーおよび粒
子数をそれぞれEBおよびNBとする。全エネルギーET 及び全粒子数NT

は一定で
EA + EB = ET , NA +NB = NT (9.1)

となる。全系の状態数W (ET , NT )は部分系の状態数WA(EA, NA)および
WA(EB, NB)を用いて

W (ET , NT ) =
∑

NA+NB=NT ,

∑
EA+EB=ET

WA(EA, NA)×WB(EB, NB)

=
∑
NA

∑
EA

exp

[
1

kB

(
SA(EA, NA) + SB(EB, NB)

)]
(9.2)

と表される。ただし、右辺でEB = ET − EA, NB = NT − NAとし、SA

および SB はそれぞれ系Aと環境 Bのエントロピーである。等確率の原
理から、系AのエネルギーがEA、粒子数がNAとなる確率P (EA, NA)は

P (EA, NA) =
exp

[
1
kB

(
SA(EA, NA) + SB(EB, NB)

)]
W (ET , NT )

(9.3)

で与えられる。マクロな系では、これはEAとNAの関数として鋭いピー
クを持っていて、ほぼ確実に最大確率を与えるエネルギーと粒子数が実
現すると予想できる。
最大確率を与えるEAおよびNAは、式 (9.3)の右辺の指数が最大にな
るものなので、２つの条件

d

dEA

(
SA(EA, NA) + SB(EB, NB)

)
= 0 (9.4)

d

dNA

(
SA(EA, NA) + SB(EB, NB)

)
= 0 (9.5)
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を満たす。このうち、最初の条件 (9.4)は、以前と同様に

dSA

dEA

=
dSB

dEB

⇒ 1

TA
=

1

TB
(9.6)

をあたえる。２番目の条件 (9.5)は、熱力学の関係式1(
∂S(E,N, V )

∂N

)
E,V

= −µ

T
(9.7)

を用いると、
dSA

dNA

=
dSB

dNB

⇒ µA

TA
=
µB

TB
(9.8)

となる。ここで µは化学ポテンシャルである。これらの結果から、最大
確率を与える状態、即ち、平衡状態におけるEAおよびNAは

TA(EA, NA) = TB(EB, NB), µA(EA, NA) = µB(EB, NB)

を満たすものであることが分かる。つまり、系Aの温度および化学ポテ
ンシャルが環境のものと等しいとき最大確率を与える。これは、熱力学
における熱平衡条件に等しい。

問題 9.1 もし、µA > µBかつ TA = TBなら、粒子は系Aから環境 Bへ
移動する確率がその逆よりも大きいことを示せ。（粒子は化学ポテンシャ
ルが大きいところから小さいところへ移動する）

9.2 粒子浴に接した系が従う統計則
さて、系がそれよりずっと大きな環境と、熱だけではなく粒子もやりと
りをする場合に、系の量子状態の出現確率がどうなるかを考える。この
ような、系と粒子をやり取りする環境を粒子浴 (reservoir)という。系と
環境を合わせた全体は孤立していて、等確率の原理が適用できるとする。
系が粒子数Nのある状態nをとる確率Pn,Nを考える。等確率の原理よ
り、Pn,N は条件を満たす全系の状態数に比例するが、系Aは１つの状態
nと決めたので、全系の状態数は環境 Bの状態数に一致する。状態 nの
系のエネルギーをEnとすると、確率 Pn,N は

Pn,N ∝ WB(ET − En, NT −N)

= exp

[
1

kB
SB(ET − En, NT −N)

]
(9.9)

で与えられる。系に比べて環境がずっと大きくET ≫ En, NT ≫ N であ
るから、エントロピーをエネルギーと粒子数でテイラー展開できる：

SB(ET − En, NT −N) = SB(ET , NT )−
∂SB

∂E

∣∣∣∣
ET ,NT

En −
∂SB

∂N

∣∣∣∣
ET ,NT

N + · · ·

≈ const.− 1

T
En +

µ

T
N.

1　これは、粒子数の変化も入れたエネルギーの微分 dE = TdS − PdV + µdN の式

から得られるエントロピーの全微分 dS =
1

T
dE +

P

T
dV − µ

T
dN から得られる。
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ただし、環境の温度および化学ポテンシャルをそれぞれTおよびµとした：

∂SB

∂E

∣∣∣∣
ET ,NT

=
1

T
,

∂SB

∂N

∣∣∣∣
ET ,NT

= −µ

T
.

すると、Pn,N は

Pn,N ∝ exp

[
− 1

kBT

(
En − µN

)]
(9.10)

で与えられることが分かる。
このことをまとめると、温度 T、化学ポテンシャル µの環境に接して
いて熱と粒子をやりとりしている場合、系が粒子数N の量子状態 nをと
る確率 Pn,N は、その状態のエネルギーEnを用いて、

Pn,N =
1

Ξ
exp

[
− 1

kBT

(
En − µN

)]
(9.11)

Ξ(T, µ) ≡
∞∑

N=0

∑
n

exp

[
− 1

kBT

(
En − µN

)]
=

∞∑
N=0

eµN/kBTZ(T,N) (9.12)

で与えられる。ここで、規格化因子の逆数 Ξ(T, µ)は大分配関数 (Grand

Partition Function)と呼ばれている2。
量子状態の出現確率をこのように与える統計集団、即ち、

考えている系に対して、含まれる粒子数もエネルギーも任意
のあらゆる量子状態の集合を考え、それぞれの量子状態に対
してその出現確率が式 (9.11)で与えられる統計集団

を、温度T、化学ポテンシャルµの大正準集団 (Grand Canonical Ensem-

ble)と言う。つまり、

粒子浴と接した部分系の量子状態の出現確率は、
全系に対して等確率の原理を仮定すると、
粒子浴の温度と化学ポテンシャルの大正準集団で与えられる

ことが示された。

問題 9.2 系が相互作用が無視できる２つの部分系AとBに分けられると
き、系の大分配関数 Ξは部分系の大分配関数の積 Ξ = ΞA · ΞB で与えら
れることを示せ。ヒント：「相互作用が無視できる」とは、系の状態 nが部分

系AとBの状態の組 (nA, nB)で表され、系のエネルギーEnが部分系のエネル

ギーの和En = EA
nA

+EB
nB
となること。勿論、粒子数はN = NA +NBである。

2粒子数N の上限は、全系の粒子数NT を越えられないので、式 (9.12)の
∑

N の和
の上限は NT とすべきだが、粒子源は注目している系に比べて十分大きく上限を∞と
することによる誤差は問題にならない。あるいは、粒子源の大きさが無限大の極限を考
えているとみなしても良い。また、

∑
nは量子状態についての和なので、この和の上限

はN とは直接関係は無い。
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9.2.1 粒子数の平均

大正準集団に従うときの系の平均粒子数は以下のように計算できる。系
の粒子数がNとなる確率P (N)は、粒子数がNの量子状態に対する確率
の和で与えられる：

P (N) =
∑
n

Pn,N =
∑
n

1

Ξ(T, µ)
exp

[
− 1

kBT

(
En(N)− µN

)]
.

すると、平均粒子数 ⟨N⟩はこれを用いて、

⟨N⟩ =
∞∑

N=0

NP (N) =
∞∑

N=0

∑
n

N

Ξ(T, µ)
exp

[
− 1

kBT

(
En(N)− µN

)]
と表される。これは、大分配関数 (9.12)を µで微分した式

∂Ξ

∂µ
=

∞∑
N=0

∑
n

(
N

kBT

)
exp

[
− 1

kBT

(
En − µN

)]
をもちいて、

⟨N⟩ = kBT
1

Ξ

∂Ξ

∂µ
= kBT

∂

∂µ
ln Ξ (9.13)

と表される。

9.2.2 粒子数のゆらぎ

粒子数の期待値式 (9.13)を µで微分すると、式 (7.18)でエネルギーの
揺らぎを求めた際と同様の計算により、

kBT

(
∂ ⟨N⟩
∂µ

)
T

=
〈(
N − ⟨N⟩

)2〉
(9.14)

を得る。左辺は示量変数なので ⟨N⟩に比例し、これより粒子数の相対揺
らぎが √

⟨(N − ⟨N⟩)2⟩
⟨N⟩

∝ 1√
⟨N⟩

となることが示される。

問題 9.3 粒子数の分散の式 (9.14)を示せ。

9.3 熱力学的ポテンシャル
大分配関数から熱力学ポテンシャルΩ(T, V, µ)を

Ω(T, V, µ) ≡ −kBT ln Ξ(T, V, µ) (9.15)

のように定義する。すると(
∂Ω

∂µ

)
T,V

= −⟨N⟩ ,
(
∂Ω

∂V

)
T,µ

= −P (9.16)

を示すことができる。
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証明：第一式は、単に式 (9.13)をΩを用いて表しただけ。

第２式は、式 (7.22)の第２式と同様に示される。即ち、Ωの
体積 V 依存性は量子状態 Enの体積依存性からくることに注
意して、(

∂Ω

∂V

)
T,µ

=
∂

∂V

(
−kBT ln Ξ(T, V, µ)

)
=
∑
N

∑
n

∂En

∂V

1

Ξ
e−β(En−µN)

=
∑
N

∑
n

(
−Pn(V )

) 1
Ξ
e−β(En−µN) = −P (T, µ)

ただし、Pn(V ) = −∂En/∂V は系が量子状態 nにあったとき
の圧力。左辺は T , V , µの３つの変数の関数であるが、圧力
P は示強変数なので、３つの変数の中のただ一つの示量変数
V にはよらないことを、最後の右辺では明示した。　 ■

式 (9.16)より熱力学ポテンシャルΩ(T, V, µ)が示量変数であることが分
かる。その引数のうち示量変数であるのはV だけであることから、Ω(T, V, µ)
は V に比例しなければならない。その比例係数は、式 (9.16)より−P な
ので、

Ω(T, V, µ) = −P (T, µ)V (9.17)

であることが示される。
一方、分配関数とヘルムホルツの自由エネルギーの関係式 (7.20)を用
いると、大分配関数は

Ξ(T, V, µ) =
∑
N

eµN/kBTZ(T, V,N)

=
∑
N

exp

[
− 1

kBT

(
F (T, V,N)− µN

)]
∝ exp

[
− 1

kBT

(
F (T, V,N0)− µN0

)]
となる。ただし、N0は最大確率を与える粒子数で、T , V , µの関数N0(T, V, µ)

として与えられる。また、最後の比例式の比例係数は、第 7.3節と同様の
議論を用いてN0のべき乗程度であることが示される。両辺の対数をとる
と、この比例係数からの寄与は無視できるので、

Ω(T, V, µ) = F (T, V,N)− µN (9.18)

をえる。ただし、最大確率の粒子数N0は、熱力学においては平衡状態で
の粒子数N に対応するので、添え字 0を省略した。つまり、Ωはヘルム
ホルツの自由エネルギーを粒子数についてルジャンドル変換したもので
あることが分かる。

問題 9.4 式 (9.18)と、ギブスの自由エネルギーについて成り立つ式

G = F + PV = Nµ

を用いて、式 (9.17)を示せ。
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9.4 例題：理想気体の大分配関数
理想気体の分配関数

Z(T, V,N) =
1

N !

[
V

(2πℏ)3
(
2πmkBT

)3/2]N
(9.19)

を用いて、大分配関数を計算する：

Ξ(T, V, µ) =
∞∑

N=0

eµN/kBTZ(T, V,N)

=
∞∑

N=0

1

N !

[
eµ/kBT V

(2πℏ)3
(
2πmkBT

)3/2]N
= exp

[
eµ/kBT V

(2πℏ)3
(
2πmkBT

)3/2]
.

これより、熱力学ポテンシャルは

Ω(T, V, µ) = −kBTeµ/kBT V

(2πℏ)3
(
2πmkBT

)3/2
となるが、

N = −
(
∂Ω

∂µ

)
T,V

= eµ/kBT V

(2πℏ)3
(
2πmkBT

)3/2
と式 (9.17)より、理想気体の状態方程式

PV = −Ω = NkBT

をえる。

9.5 付録：
ヘルムホルツの自由エネルギー F の統計力学的表現

F (T, V,N) = −kBT lnZ(T, V,N)

を用いて、熱力学の関係式

µ =

(
∂F (T, V,N)

∂N

)
T,V

を導いてみる。
分配関数を、量子状態の和

∑
nから、∆E間隔でのエネルギーの和

∑
E

に書き換えると、第 7章で行った変形をくりかえして、

Z(T, V,N) =
∑
n

exp

[
−En(V,N)

kBT

]
=
∑
E

W (E, V,N) exp

[
− E

kBT

]
=
∑
E

exp

[
− 1

kBT

(
E − S(E, V,N)T

)]
≈ CNa exp

[
− 1

kBT

(
E0 − S(E0, V,N)T

)]
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と表される。但し、Cと aは定数で、E0は和の中で最大の寄与をする項
のエネルギーで、条件

∂

∂E

(
E − S(E, V,N)T

)
= 0, 即ち

(
∂S

∂E

)∣∣∣∣
E=E0

=
1

T

を満たす。即ちE0は T , V , N の関数E0(T, V,N)である。
これより、

−kBT lnZ(T, V,N) ≈ E0(T, V,N)− S
(
E0(T, V,N), V,N

)
T

と表されるので、

∂F (T, V,N)

∂N
=

∂

∂N

(
E0(T, V,N)− S

(
E0(T, V,N), V,N

)
T
)

= −T
(
∂S

∂N

)
E0,V

−
((

∂S(E0)

∂E0

)
V,N

T − 1

)
∂E0

∂N

= −T
(
−µ

T

)
−
(
1

T
T − 1

)
∂E0

∂N

= µ

をえる。
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第10章 TP集団とギブスの自由
エネルギー

この章では、系が環境とエネルギーのやりとりをするとともに、体積
も変化する場合を考える。これまで考えた他の場合と同様に、環境も含
めた全系に等確率の原理を仮定すると、系の量子状態の出現確率が、温
度 T と圧力 P をパラメタとする、TP 集団と呼ばれる統計集団で表され
ることを示す。その規格化因子の逆数である TP 分配関数から定義され
る熱力学ポテンシャルは、ギブスの自由エネルギーになる。

10.1 熱浴に接して体積が変化する系
系が、環境とエネルギーをやりとりするだけでなく、一定圧力の下に
体積も変化する場合を考える。例えば、熱浴に接したシリンダーに可動
のピストンで閉じ込められた気体を考える。気体の圧力が一定になるよ
うにピストンには重りが乗っているとする（図 10.1）。重りの位置エネル
ギーは系の体積 V とピストンから加えられている圧力P の積PV で与え
られるので、これと系の内部エネルギーEと熱浴のエネルギーEBとの
和が全系のエネルギーで一定、すなわち

E + PV + EB =一定

であることに注意して、系と重りを合わせた系が熱浴に接していると考
える。全系に等確率の原理を仮定すると、第 7章の正準集団の場合と同
様の議論の結果、体積 V の量子状態 nが出現する確率 Pn(V )は、

Pn(V ) ∝ exp

[
− 1

kBT

(
En(V ) + PV

)]
(10.1)

で与えられることが分かる。ただし、T は熱浴の温度で、体積 V の量子
状態 nのエネルギーをEn(V )とした。

図 10.1: シリンダーとピストンに閉じ込
められた気体。系全体は温度 T の熱浴に
接している。
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10.1.1 最大確率を与える体積

体積が V となる確率 P (V )は

P (V ) =
∑
n

Pn(V ) ∝ Z(V ) e−PV/kBT

= exp

[
− 1

kBT

(
F (V ) + PV

)]
(10.2)

で与えられる。ただし、Z(V )は分配関数 (7.4)、F (V )はヘルムホルツの
自由エネルギーで、式 (7.20)を用いた。
もっとも大きな確率を与える体積 V0は F (V ) + PV を最小にするもの
で、それは

∂

∂V

(
F (V ) + PV

)
= 0 (10.3)

をみたすが、これから、

−
(
∂F

∂V

)
T

= P

がえられる。左辺は熱力学の関係式から系の圧力なので、この式は

「系の圧力が外から加えられた圧力 P に等しくなる体積が、
最大確率をあたえる」

ということを表している。ヘルムホルツの自由エネルギー F は、系の体
積 V に加えて、温度 T、粒子数Nの関数でもあるので、式 (10.3) を満た
し最大確率を与える体積 V0は、T , P , N の関数 V0(T, P,N)である。

問題 10.1 式 (10.2)を示せ。

10.1.2 体積の揺らぎ

体積の平均値からの揺らぎを求めるために、式 (10.2)の指数を V の関
数として V0のまわりにテーラー展開する：

F (V ) + PV = F (V0) + PV0 +
1

2

(
∂2F

∂V 2

)
T

∣∣∣∣
V=V0

(V − V0)
2 + · · ·

= F (V0) + PV0 +
1

2κTV0
(V − V0)

2 · · · (10.4)

ここで、２次の項の係数は、熱力学の関係式から等温圧縮率

κT ≡ − 1

V

(
∂V

∂P

)
T

によって (
∂2F

∂V 2

)
T

= −
(
∂P

∂V

)
T

=
1

κTV

と表されることを用いた。
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これより、

P (V ) ∝ exp

[
− (V − V0)

2

2kBTκTV0

]
(10.5)

なので、体積の揺らぎの分散〈(
V − V0

)2〉
= kBTκTV0 (10.6)

を得る。

10.2 TP集団
環境との間で、エネルギーと体積をやりとりする系の従う統計集団を

TP 集団 (TP ensemble)という。即ち、環境の温度 T と圧力 P が与えら
れたとき、体積 V の量子状態 n（エネルギーEn）の出現確率 Pnが

Pn(V ) =
1

Y (T, P,N)
exp

[
− 1

kBT

(
En(V ) + PV

)]
(10.7)

で与えられる。ここで、Y (T, P,N)は TP 分配関数で

Y (T, P,N) ≡
∫ ∞

0

dV
∑
n

exp

[
− 1

kBT

(
En(V ) + PV

)]
(10.8)

=

∫ ∞

0

dV Z(T, V,N) e−PV/kBT

で定義される。

熱力学ポテンシャル： 式 (10.4)の展開を用いると、TP 分配関数は

Y (T, P,N) =

∫ ∞

0

dV Z(T, V,N) e−PV/kBT

=

∫ ∞

0

dV exp

[
− 1

kBT

(
F (T, V,N) + PV

)]
=

∫ ∞

0

dV exp

[
− 1

kBT

(
F (T, V0, N) + PV0 +

1

2κTV0
(V − V0)

2 + · · ·
)]

=
√
2πkBTκTV0 exp

[
− 1

kBT

(
F (T, V0, N) + PV0

)]
となるので、両辺の対数をとって−kBT をかけることにより

−kBT lnY (T, P,N) = F (T, V0, N) + PV0 −
1

2
kBT ln

(
2πkBTκTV0

)
をえるが、右辺の最初の２項はギブスの自由エネルギー

G(T, P,N) = F (T, V0, N) + PV0

で、N に比例する示量変数である。それに対して右辺第３項は示量変数
の対数で lnN 程度の量のために、最初の２項と比べて全く無視できる。
これから、TP 分配関数に対応する熱力学ポテンシャルはギブスの自由エ
ネルギーであることが分かる：

G(T, P,N) = −kBT lnY (T, P,N). (10.9)
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10.3 平均体積と体積の揺らぎ
平均体積 ⟨V ⟩と体積の揺らぎ ⟨(V − ⟨V ⟩)2⟩は、以前と同様の方法で、

TP 分配関数を用いて表される。即ち、TP 分配関数の定義式 (10.8)より、

∂Y

∂P
= − 1

kBT

∫
dV
∑
n

V e−(En+PV )/kBT (10.10)

∂2Y

∂P 2
=

1

(kBT )2

∫
dV
∑
n

V 2e−(En+PV )/kBT (10.11)

が得られる。これを用いると、

1

Y

∂Y

∂P
= − 1

kBT
⟨V ⟩ (10.12)

1

Y

∂2Y

∂P 2
=

1

(kBT )2
〈
V 2
〉

(10.13)

であるから、関係式

−kBT
∂

∂P
lnY = ⟨V ⟩ (10.14)

(kBT )
2 ∂2

∂P 2
lnY =

〈(
V − ⟨V ⟩

)2〉
(10.15)

を示すことができる。
最初の平均体積の式は、TP 分配関数と熱力学ポテンシャルの関係式

(10.9)を用いると

⟨V ⟩ = ∂G(T, P,N)

∂P
(10.16)

となり、ギブスポテンシャルについての熱力学の関係式に対応している
ことが分かる。体積の分散の式は、式 (10.12)の両辺をP で微分して得ら
れる式

∂ ⟨V ⟩
∂P

= − 1

kBT

( 〈
V 2
〉
− ⟨V ⟩2

)
= − 1

kBT

〈(
V − ⟨V ⟩

)2〉
を用いて、〈(

V − ⟨V ⟩
)2〉

= −kBT
∂ ⟨V ⟩
∂P

= kBT ⟨V ⟩
(
− 1

⟨V ⟩
∂ ⟨V ⟩
∂P

)
= kBT ⟨V ⟩κT (10.17)

が示され、体積の分散は等温圧縮率 κT に比例しているという、すでに導
いた式 (10.6)が得られる。
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10.4 例：理想気体
例として、理想気体の TP 分配関数を計算する。理想気体の分配関数

Z(T, V,N)は式 (7.25)で与えられるので、

Y (T, P,N) =

∫ ∞

0

dV Z(T, V,N) e−PV/kBT

=

∫ ∞

0

dV
1

N !

[
(2πmkBT )

1/2

2πℏ

]3N
V N e−PV/kBT

=
1

N !

[
(2πmkBT )

1/2

2πℏ

]3N (
kBT

P

)N+1 ∫ ∞

0

dx xNe−x

と表される。ここで、最後の積分は

IN(a) ≡
∫ ∞

0

dx xNe−ax = (−1)N
dN

daN

∫ ∞

0

dx e−ax = (−1)N
dN

daN
1

a
= N !

1

aN+1

からN !となることが分かる。これを用いると、

Y (T, P,N) =

[
(2πmkBT )

1/2

2πℏ

]3N (
kBT

P

)N+1

を得る。両辺の対数をとって、

G(T, P,N) = −kBT lnY = −NkBT ln

[
kBT

P

(√
2πmkBT

2πℏ

)3
]

(10.18)

を得る。ここで、N に対して１を無視した。G = µN であるから、理想
気体の化学ポテンシャル µの表式

µ(T, P ) = −kBT ln

[
kBT

P

(√
2πmkBT

2πℏ

)3
]

(10.19)

を、T と P の関数として得る。

10.5 付録：TP集団の導出の別法
第 10.1節では、TP 集団の確率 (10.1)を正準集団を用いて示したが、系
が環境とエネルギーと体積をやり取りするとして、等確率の原理から直
接導き出すこともできる。この場合、状態数W (E, V )がエネルギーEと
体積 V に依存することに注意する。
今、注目している部分系Aと残りの熱浴Bをあわせた全系は孤立して
おり、全エネルギーET および全体積 VT は一定であるとする：

ET = EA + EB, VT = VA + VB.

部分系 Aのある量子状態 nのエネルギーを En、体積を V とする。す
ると、系 Aが量子状態 nを取る確率 Pnは、熱浴 Bの状態数WB(ET −

72



En, VT − V )に比例する：

Pn ∝ WB(ET − En, VT − V )

= exp

[
1

kB
SB(ET − En, VT − V )

]
. (10.20)

ここで、熱浴は部分系Aよりもずっと大きく、ET ≫ En, VT ≫ V と
して、SBをテーラー展開すると、

SB(ET − En, VT − V ) ≈ SB(ET , VT ) +
∂SB

∂EB

∣∣∣∣EB=ET
VB=VT

(
− En

)
+
∂SB

∂VB

∣∣∣∣EB=ET
VB=VT

(
− V

)
= SB(ET , VT )−

1

T
En −

P

T
V

となる。ここで、T および P は熱浴の温度と圧力

1

T
=
∂SB

∂EB

∣∣∣∣EB=ET
VB=VT

,
P

T
=
∂SB

∂VB

∣∣∣∣EB=ET
VB=VT

である。
これより、式 (10.1)を得る。
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第11章 多粒子系の量子状態：
フェルミ分布とボース
分布

量子力学によると、粒子にはフェルミ粒子とボース粒子の２種類の粒
子が存在し、それらが多数集まった系の統計的振る舞いは非常に異なる。
一粒子状態の占有確率は、それぞれフェルミ分布、ボース分布と呼ばれ
る分布に従う。

11.1 多粒子系の量子状態
量子力学による系の記述には、古典力学と比べて大きく異なる点が３
つある：

1. 系の定常状態やそのエネルギーが不連続に分布する。

2. 同種粒子が区別できない。

3. 粒子にスピンと呼ばれる内部自由度が存在する。

これらの特徴のうち、1については量子状態数や分配関数の扱いなどで、
既にこれまで用いてきたが、後の２つについてはまだ触れていない。

11.1.1 区別できない同種粒子

電子や原子、分子などの基本的な粒子は、質量や電荷などの性質がまっ
たく同じなので、同種粒子同士は区別できない。このことは古典力学的
でも量子力学でも同様である。しかし、区別できないということの意味
は、両者で非常に異なる。
即ち、古典力学では２つの電子が全く同じであっても、ある時点でど
ちらかを電子１、もう一つを電子２とすれば、それ以降、電子 1と電子
２が混乱することはない。即ち、同じ質量、同じ電荷を持った別の粒子
として扱うことに原理的な困難はない。
ところが量子力学では、不確定性原理と連続観測の不可能性のために、
ある時刻に観測された２つの電子と、その後に観測された２つの電子の、
どちらがどちらに対応するのかを決める方法は、原理的に存在しない。こ
のことから、同種の多粒子系を表す波動関数は任意の２つの粒子の交換
に対して対称

ψ(x2, x1) = ψ(x1, x2) (11.1)
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または反対称
ψ(x2, x1) = −ψ(x1, x2) (11.2)

でなければならないことが示されている。対称な波動関数で表される粒子
をボース粒子 (Boson)、反対称な粒子をフェルミ粒子 (Fermion)という。
N 粒子系の波動関数の基底は、N 個の一粒子波動関数の基底の積（直
積）から構成できる。ところが、同じ一粒子状態を含む直積を反対称化
するとゼロになってしまうので、反対称化された波動関数は、すべて異
なる一粒子状態の積からのみ構成されていることが分かる（２粒子系の
場合については 11.4節を参照）。これは、

同種のフェルミ粒子は、２個以上の粒子が同じ一粒子状態を
とることができない

ことを意味している。これをパウリの排他原理 (Pauli exclusion principle)、
またはパウリの排他律という。それに対して、対称化された波動関数に
はそのような制限がないので、ボース粒子はいくつでも同じ一粒子状態
をとることができる。

11.1.2 スピン内部自由度

相対論的な量子力学では、粒子にスピン角運動量という内部自由度が
自然に現れ、その大きさ Sは ℏを単位に整数 (S = 0, 1, · · · )または半整
数 (S = 1/2, 3/2, · · · )になることが示される。更に、量子場の理論から、
整数スピンを持つ粒子はボース粒子、半整数スピンを持つ粒子はフェル
ミ粒子であることが示され、粒子のスピンと統計性の間に簡単な関係が
ある。
代表的な例としては、電子は S = 1/2でフェルミ粒子、光子は S = 1

のボース粒子である。電子や光子のような素粒子に限らず、陽子や中性
子、更に、原子核や原子のように、複数の基本粒子から構成された複合
粒子の場合も、構成粒子のスピンの合計が整数か半整数かによって、そ
れぞれボース粒子あるいはフェルミ粒子として振る舞う。例えば、陽子
や中性子、3Heは S = 1/2のフェルミ粒子、パイ中間子や 4Heは S = 0

のボース粒子のように振る舞う。

11.2 量子状態の占有数表示
既に述べたように、多粒子系の波動関数の基底として、一粒子状態の基
底の直積を対称化あるいは反対称化したものをとることができる。その
ようにして得られた基底の波動関数は、その中に各一粒子状態がいくつ
含まれるかという数で特徴づけられる。即ち、i番目の一粒子状態が含ま
れる数 niの組で多粒子状態の基底が表される。既に述べたように、フェ
ルミ粒子を表す反対称化された基底の場合には、niはゼロか１のどちら
かに限られるが、ボース粒子を表す対称化された基底では niはゼロまた
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は任意の正の整数値をとる。このように多粒子系の基底を、それに含ま
れる一粒子状態の数の集合

(n0, n1, n2, n3, · · · ),

{
ni = 0, 1 (Fermion)

ni = 0, 1, 2, 3, · · · (Boson)

で表す方法を、占有数表示 (occupation-number representation)と言う。相
互作用が弱い場合には、i番目の一粒子状態のエネルギー固有値を eiとし
て、全系の粒子数N とエネルギーEは

N =
∑
i

ni, E =
∑
i

eini

と表される。

11.3 フェルミ分布とボース分布
スピンが半整数のフェルミ粒子が従う統計則をフェルミ統計、整数の
ボース粒子が従う統計則をボース統計と言う。それぞれの場合の統計法
則を見てみる。

11.3.1 一粒子状態の占有確率

弱く相互作用する区別できない粒子をN 個含む孤立系を考える。粒子
数N は非常に大きいとして、系全体に対して等確率の原理、即ち小正準
集団を考える。その小正準集団からある状態を任意に選んだとする。そ
の状態を記述する波動関数の中の特定の一粒子状態に注目し、占有数表
示でその状態の占有数がある値 n になる確率を求めよう。
注目している一粒子状態を部分系と見なし、それ以外の部分を熱浴・粒
子源 (環境）とすると、系の状態の出現確率は大正準集団に従う。系の状
態はその一粒子状態の占有粒子数nで区別される。注目している一粒子状
態のエネルギー固有値を eとすると、状態 nの “系のエネルギー”は ne、
粒子数は nなので、確率 Pnは式 (9.11)より

Pn ∝ exp

[
−n(e− µ)

kBT

]
(11.3)

で与えられる。但し、環境の温度を T、化学ポテンシャルをµとした。占
有粒子数 nの取りうる値は

n =

{
0, 1 Fermion

0, 1, 2, 3, · · · Boson
(11.4)

である。

11.3.2 平均占有数

一粒子状態の平均占有数は、粒子の種類に従って、フェルミ分布ある
いはボース分布と呼ばれる。
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フェルミ分布： 占有数 nはゼロまたは１なので、大分配関数は

Ξ = 1 + e−β(e−µ)

で与えられ、平均占有粒子数は

⟨n⟩ = 0 · P0 + 1 · P1 =
e−β(e−µ)

1 + e−β(e−µ)

=
1

eβ(e−µ) + 1
≡ fF (e) (11.5)

となる。これをフェルミ分布関数 (Fermi distribution function)とよぶ。

ボース分布： 同様に大分配関数は

Ξ =
∞∑
n=0

e−βn(e−µ) =
1

1− e−β(e−µ)

で与えられるので、平均占有粒子数は、式 (9.13)を用いて

⟨n⟩ =
∞∑
n=0

n · Pn = kBT
∂

∂µ
ln Ξ =

1

eβ(e−µ) − 1
≡ fB(e) (11.6)

となる。これはボース分布関数 (Bose distribution function)と呼ばれる。

11.3.3 化学ポテンシャル

全粒子数がN の系を考えている場合、化学ポテンシャル µは、全粒子
数がN である条件から温度 T の関数として決められる。即ち、i番目の
一粒子状態（エネルギー ϵi）の平均占有粒子数を ⟨ni⟩とすると、∑

i

⟨ni⟩ =
∑
i

1

eβ(ϵi−µ) ± 1
= N (11.7)

を満たすように、温度 T と化学ポテンシャル µが関係づけられる。一般
に、温度が高いと大きな一粒子エネルギー ϵiを持つ状態にも粒子が占有

 0

 0.5

 1

µ e

fF

e

fB

 0

 1

 2

 3

 4

 5

e

fB

図 11.1: いくつかの温度でのフェルミ分布関数 fF (e)(左)とボース分布関
数 fB(e)(右). 化学ポテンシャル µは一般に温度の減少関数であるが、左
図では µを一定としている。
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するようになるため、一つ一つの一粒子状態の占有数は小さくならなけ
ればならない。つまり、化学ポテンシャル µは温度 T の関数として減少
関数であることが分かる1。
フェルミ粒子系では e = µでいつも ⟨n⟩ = 1/2となり、低温では e < µ

のとき ⟨n⟩ ≈ 1、e > µのとき ⟨n⟩ ≈ 0となる。一方、ボース粒子系では
e < µの eに対して fB(e) < 0となるので、相互作用しないボース粒子系
の化学ポテンシャル µは、最低の一粒子エネルギーよりも小さな値を取
らなければならないことが分かる。

11.3.4 低温および高温での状態

温度が低い極限では粒子はなるべくエネルギーの小さな状態を占有し
ようとする。その結果、T = 0では、ボース粒子の場合には最低エネル
ギー状態を全ての粒子が占有する。一方、フェルミ粒子では一つの状態を
占有できる粒子は１個のため、化学ポテンシャル µ以下のエネルギーの
一粒子状態が１つの粒子によって占有され、それ以上の状態は空となる。
それに対して、高温では多くの一粒子状態 iに粒子が分布するため、全
粒子数が一定の条件 (11.7)を満たすためには、各一粒子状態の平均占有
数は小さくなり、十分高温ではすべての状態 iに対して

⟨ni⟩ ≪ 1 (11.8)

となる。即ち、化学ポテンシャル µが小さな値（大きな負の値）になり、
すべての ϵiに対して eβ(ϵi−µ) ≫ 1となる。つまり、フェルミ分布でもボー
ス分布でも

⟨n⟩ ≈ e−β(e−µ) (11.9)

のように、ボルツマン分布関数 (Boltzmann distribution function)、即ち、
古典統計力学に従う気体分子の分布関数によって近似される2。

11.4 付録：２粒子系の量子状態
多粒子系の量子状態のもっとも簡単な例として、２粒子系を考える。そ
の準備として、まず１粒子系の量子力学の復習をする。

11.4.1 １粒子系の量子力学

１粒子系のハミルトニアンは

Ĥ0(x) = − ℏ2

2m

∂2

∂x2
+ V (x) (11.10)

1これは、ギブスの自由エネルギーG = Nµの温度微分が ∂G/∂T |P,N = −S < 0 よ
り負であることからもわかる。

2　第 5章の扱いは、各一粒子状態の平均占有数が１より十分小さいとしていたので、
高温古典極限での取扱いである。そうでなければ、粒子が区別できないことは、単に因
子 1/N !で取り入れられない。
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のように、粒子の位置 xとその微分演算子であらわされる。粒子の量子
状態を表す波動関数 ϕ(x)は xの関数で、時間に依存しないシュレディン
ガー方程式

Eϕ(x) = Ĥ0(x)ϕ(x) (11.11)

の解は固有値（固有エネルギー）Eと固有関数（固有状態）ϕ(x)の組で
与えられ、一般に、その組は無限個存在する：

(En, ϕn(x)) : Enϕn(x) = Ĥ0(x)ϕn(x), (n = 1, 2, 3, · · · ). (11.12)

物理的に意味のあるハミルトニアンĤ0(x)の固有関数系ϕn(x) (n = 1, 2, 3, · · · )
は完全系をなすと信じられており、任意の一粒子波動関数 ϕ(x)は固有関
数の一次結合

ϕ(x) =
∞∑
n=1

anϕn(x) (11.13)

であらわされる。

11.4.2 ２粒子系の量子状態

２粒子系のハミルトニアンは

Ĥ(x1, x2) = − ℏ2

2m

∂2

∂x21
+ V (x1)−

ℏ2

2m

∂2

∂x22
+ V (x2) + U(x1 − x2)

= Ĥ0(x1) + Ĥ0(x2) + U(x1 − x2) (11.14)

のように、粒子１の位置 x1と粒子２の位置 x2、およびそれらの微分演算
子であらわされる。ここで最後のU(x1 − x2)は２つの粒子の間の相互作
用を表す。２粒子状態を表す波動関数は２変数関数ϕ(x1, x2)で与えられ、
時間に依存しないシュレディンガー方程式は

Eϕ(x1, x2) = Ĥ(x1, x2)ϕ(x1, x2) (11.15)

と表される。
ここで２粒子波動関数 ϕ(x1, x2)を、x2を定数として x1のみの関数と
みると、一粒子ハミルトニアンの固有状態 ϕn(x)を用いて

ϕ(x1, x2) =
∞∑
n=1

an(x2)ϕn(x1) (11.16)

のように展開できる。ここで an(x2)は展開係数であるが、x2に依存する。
さらに an(x2)を一粒子固有状態で

an(x2) =
∞∑

m=1

bn,mϕm(x2) (11.17)

と展開できるので、結局、２粒子波動関数は一粒子固有状態の積を用い
て

ϕ(x1, x2) =
∞∑
n=1

∞∑
m=1

bn,mϕn(x1)ϕm(x2) (11.18)
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と展開できることがわかる。即ち、２粒子波動関数の基底関数として一
粒子ハミルトニアンの固有状態の積

ϕn(x1)ϕm(x2) (n,m = 1, 2, 3, · · · ) (11.19)

を用いることができる3。
一般に固有状態の積 (11.19)は２粒子ハミルトニアン (11.14) の固有状
態ではない。しかし、特に相互作用がない場合、U(x1 − x2) = 0、即ち、

Ĥ(x1, x2) = Ĥ0(x1) + Ĥ0(x2) (11.20)

の場合には、(11.19)は固有関数となり、その固有値はEn +Emである：(
En + Em

)
ϕn(x1)ϕm(x2) =

(
Ĥ0(x1) + Ĥ0(x2)

)
ϕn(x1)ϕm(x2). (11.21)

問題 11.1 式 (11.21)を示せ。
　ヒント：一粒子ハミルトニアンの固有値方程式 (11.12)を用いよ。

11.4.3 同種２粒子系の量子状態

同種粒子２つからなる系を考える。２つの粒子は全く区別がつかない
ので、量子状態 ϕ(x1, x2)に対して、粒子１と粒子２を入れ替えた状態
ϕ(x2, x1)は物理的に同じ状態でなければならない。このことから、２粒
子の波動関数 ϕ(x1, x2)は

ϕ(x1, x2) = +ϕ(x2, x1) (11.22)

または
ϕ(x1, x2) = −ϕ(x2, x1) (11.23)

を満たさなければならないことが分かる。前者の条件を満たす粒子をボー
ス粒子 (Boson)、後者を満たす粒子をフェルミ粒子 (Fermion)という。

ボース粒子の波動関数 式 (11.22)に、２粒子波動関数の展開式 (11.18)

を代入すると

∞∑
n=1

∞∑
m=1

bn,mϕn(x1)ϕm(x2) =
∞∑
n=1

∞∑
m=1

bn,mϕn(x2)ϕm(x1)

=
∞∑
n=1

∞∑
m=1

bm,nϕm(x2)ϕn(x1) (11.24)

をえる。但し、最後の等式では和の変数 nとmを入れ替えた。これより、
２粒子波動関数の展開係数は、条件

bn,m = bm,n (11.25)

3　この議論は相互作用の有無と関係がない。即ち、相互作用があっても、式 (11.19)
のような 1粒子固有関数の積を、多粒子系の波動関数の基底ととれることに注意。その
場合はもちろん、基底関数 (11.19)はハミルトニアン (11.14)の固有関数ではない。
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を満たさなければならないことがわかる。これを用いて、展開式 (11.18)は

ϕ(x1, x2) =
∞∑
n=1

bn,nϕn(x1)ϕn(x2)

+
∞∑
n=1

∞∑
m=n+1

bn,m

(
ϕn(x1)ϕm(x2) + ϕn(x2)ϕm(x1)

)
(11.26)

となる。即ち、同種２ボース粒子系の基底関数は

ϕn(x1)ϕn(x2),
(
ϕn(x1)ϕm(x2) + ϕn(x2)ϕm(x1)

)
(11.27)

となる。最初の状態は２つの粒子とも１粒子状態 nをとった２粒子状態、
２番目の状態は２つの粒子が状態 nと状態mをとっている２粒子状態を
あらわす。

フェルミ粒子の波動関数 式 (11.23)の場合には、２粒子波動関数の展開
式 (11.18)を代入すると

∞∑
n=1

∞∑
m=1

bn,mϕn(x1)ϕm(x2) = −
∞∑
n=1

∞∑
m=1

bn,mϕn(x2)ϕm(x1)

= −
∞∑
n=1

∞∑
m=1

bm,nϕm(x2)ϕn(x1) (11.28)

となるので、２粒子波動関数の展開係数は、条件

bn,n = 0, bn,m = −bm,n; (n ̸= m) (11.29)

を満たさなければならない。これより、(11.18)は

ϕ(x1, x2) =
∞∑
n=1

∞∑
m=n+1

bn,m

(
ϕn(x1)ϕm(x2)− ϕn(x2)ϕm(x1)

)
(11.30)

となる。即ち、同種２フェルミ粒子系の基底関数は(
ϕn(x1)ϕm(x2)− ϕn(x2)ϕm(x1)

)
; (n ̸= m) (11.31)

となり、２つのフェルミ粒子が同じ一粒子状態を占められないことが分
かる4。

4　式 (11.31)は行列式を用いて

∣∣∣∣ ϕn(x1), ϕm(x1)
ϕn(x2), ϕm(x2)

∣∣∣∣と表される。一般に、N 個の

同種フェルミ粒子系の基底関数は、スレーター行列式と呼ばれる、N 変数による N 個
の 1粒子基底関数からなるN ×N 行列式で与えられる。
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第12章 力学から統計力学へ—

非平衡統計力学入門

これまでは、系を記述する統計集団の時間変化について問題にしてこ
なかった。この章では、統計集団の中の個々の状態が力学法則に従って
時間発展する結果、統計集団を記述する分布関数やそれによる平均量が、
どのように時間変化するかを議論する。古典力学による記述と、量子力
学による記述について、それぞれ見てゆく。

12.1 古典力学
古典力学に従うN 粒子系の時間発展は、構成粒子の質点のニュートン
の運動方程式、即ち位置 qi (i = 1, 2, · · · , N)の２階微分方程式

mi
d2qi

dt2
= Fi = −∂V (q1, q2, · · · , qN)

∂qi

で与えられる。

12.1.1 解析力学

このニュートンの運動方程式は、位置 qiと運動量 piの１階微分方程式
の組

dqi

dt
=
∂H
∂pi

= {qi,H} (12.1)

dpi

dt
= −∂H

∂qi

= {pi,H} (12.2)

によって表されることは容易に確かめられる。ここで、Hは系のハミル
トニアン

H =
N∑
i=1

p2
i

2mi

+ V (q1, q2, · · · , qN),

{A,B}はポアソンの括弧式

{A,B} ≡
N∑
i=1

(
∂A

∂qi

· ∂B
∂pi

− ∂A

∂pi

· ∂B
∂qi

)
(12.3)

である。
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式 (12.1)と (12.2)はハミルトンの正準方程式と呼ばれている。この様
な定式化を、通常の位置と運動量から拡張して、一般化座標と一般化運
動量を用いた理論的枠組みは解析力学と呼ばれ、古典力学のもっとも美
しい理論体系である。

12.1.2 位相空間

これらの記述から、N 粒子系の状態は各粒子の位置と運動量の組、

(qi,pi), (i = 1, 2, · · · , N)

即ち 6N 個の変数によって指定されることが分かる。これらの変数を座
標とする 6N 次元空間を位相空間といい、N 粒子系の状態を指定するそ
の中の一点を代表点という。統計力学を記述するアンサンブルは代表点
の集合として表され、その分布関数 f(q,p, t)によって記述される1。物理
量はA = A(q,p)のように qと pの関数として与えられ、物理量Aの時
刻 tでの期待値は、分布関数を用いて

⟨A⟩t =
∫
A(q,p)f(q,p, t)dqdp

と表される。物理量自身の時間発展は、

dA

dt
=
∂A

∂q
· dq
dt

+
∂A

∂p
· dp
dt

=
∂A

∂q
· ∂H
∂p

− ∂A

∂p
· ∂H
∂q

= {A,H} (12.4)

のように、ポアソンの括弧式を用いて表される。

12.1.3 Liouvilleの定理

古典統計力学を議論する上で、次の Liouvilleの定理が重要である。

Liouvilleの定理：位相空間の任意の部分の体積は、運動方程式に従って
時間発展しても変化しない。

証明：まず、位相空間全体を座標空間とみなす。そして、その
各点 (q,p)が運動方程式によってどう移動するかを示す、“速
度場” v ≡ (q̇, ṗ)を考える。この速度場は、いわば、川の水の
流れのようなもので、代表点はこの流れの流線に沿って移動
する。

位相空間の任意の部分が運動方程式に従って移動したときに
その体積が変化しないということは、この “流体”が非圧縮性
で、また流れに湧き出しも吸い込みもないということに対応

1分布関数 f は N 個の位置と運動量の組の関数 f(q1,p1, · · · , qN ,pN , t)である。以
下、N 個の位置と運動量の変数の組 (q1,p1, · · · , qN ,pN )を略して (q,p)と書く。
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する。これは、速度場の発散がゼロ∇ ·v = 0であることを示
せばよい。

これは、解析力学の正準方程式 (12.1)と (12.2)を用いると、以
下のように簡単に示せる：

∇ · v =
∑
i

(
∂q̇i
∂qi

+
∂ṗi
∂pi

)
=
∑
i

(
∂

∂qi

∂H
∂pi

− ∂

∂pi

∂H
∂qi

)
= 0

証明終

この定理の重要な帰結として、代表点の分布関数の Lagrange微分はゼロ

df

dt
= 0 (12.5)

が導かれる。即ち、“流体”は非圧縮なので

どの代表点に乗って見ても、まわりの代表点の密度は時間が
たっても変化しない

ということである。Lagrange微分は、今の場合

df

dt
=
∂f

∂t
+ v ·∇f =

∂f

∂t
+
∂f

∂q
· dq
dt

+
∂f

∂p
· dp
dt

=
∂f

∂t
+
∂f

∂q
· ∂H
∂p

− ∂f

∂p
· ∂H
∂q

と表されるので、式 (12.5)はポアソン括弧式 (12.3)を用いて

∂f

∂t
= −{f,H} (12.6)

と表される。この式は、物理量に対する時間発展方程式 (12.4)に似てい
るが、符号が逆になっていることに注意。

問題 12.1 代表点が保存する（消滅も生成もしない）ことを表す連続の式

∂f

∂t
+∇ · j = 0; j ≡ vf

を用いて、∇ · v = 0より式 (12.5)を導け。ただし、jは代表点の流束を
表す。

12.1.4 正準分布

正準分布は

fcan =
1

Z
e−βH; Z =

∫
e−βH dqdp

で与えられるが、その時間発展は

∂fcan
∂t

= −{fcan,H} = − 1

Z
{e−βH,H} = 0 (12.7)

と計算でき、正準分布は時間変化しないことが容易に確かめられる。
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問題 12.2 式 (12.7)を示せ。

問題 12.3 代表点は保存するので、その “流束”密度を j ≡ fv と定義す
ると、分布関数は連続の式

∂f

∂t
+∇ · j = 0 (12.8)

を満たす。ここで vおよび∇は、すでに定義した位相空間における速度
場およびナブラである。これから式 (12.6)が導かれることを示せ。

12.2 量子力学
量子力学では状態は波動関数ϕ(x, t)で表され、その時間発展はSchrödinger

方程式

iℏ
∂ϕ(x, t)

∂t
= Ĥϕ(x, t) (12.9)

で与えられる。物理量Aを観測すると、状態 ϕが物理量を表す演算子 Â

の固有状態でない限り、その結果は確率的で、期待値 ⟨A⟩ϕは

⟨A⟩ϕ =

∫
ϕ∗(x, t)Âϕ(x, t)dx (12.10)

で与えられる。

12.2.1 量子力学のブラケット表示

量子力学における波動関数とそれに作用する演算子は、数学的には線
形空間をなし、それぞれ（無限次元の）ベクトルと行列で表すことがで
きる。即ち、波動関数 ϕ(x)とその複素共役 ϕ∗(x)に対して、

ϕ(x) ↔


ϕ(x1)

ϕ(x2)

.

.

 ↔ |ϕ⟩ , (12.11)

ϕ∗(x) ↔
(
ϕ∗(x1), ϕ

∗(x2), ϕ
∗(x3), · · ·

)
↔ ⟨ϕ| (12.12)

のような対応を考え、それぞれ縦ベクトルと横ベクトルとみなせる。こ
れらのベクトルをDiracはケットベクトル |ϕ⟩およびブラベクトル ⟨ϕ|と
呼び、以下のような便利な表記法を工夫した。
ブラベクトルは必ず左から、ケットベクトルは右から作用する。2つの
ベクトルの内積は必ずブラベクトルとケットベクトルの間でとり、

⟨ψ| ϕ⟩ ≡
∫
ψ∗(x)ϕ(x)dx (12.13)

と定義する。式 (12.9)に対応して、波動関数を表すケットベクトルはSchrödinger

方程式

iℏ
d

dt
|ϕ(t)⟩ = Ĥ |ϕ(t)⟩ (12.14)
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に従うが、その転置共役 (エルミート共役)であるブラベクトルは

−iℏ d
dt

⟨ϕ(t)| = ⟨ϕ(t)| Ĥ (12.15)

に従う。物理量の期待値は、ブラケットベクトルを用いると

⟨A⟩ϕ = ⟨ϕ| Â |ϕ⟩ (12.16)

と表される。
また、正規完全直交関数系 {ui(x)}に対して成り立つ関係式∑

i

ui(x)u
∗
i (y) = δ(x− y) (12.17)

は、ブラケット表示では ∑
i

|ui⟩ ⟨ui| = 1 (12.18)

となる。

12.2.2 純粋状態と混合状態

波動関数であらわされる量子力学的な状態を純粋状態 (pure state)と呼
ぶ。これに対して、複数の量子状態とそれらに対する確率（統計的重み）
によって記述されるような状態を混合状態 (mixed state)という。
例えば、

c1 |ψ1⟩+ c2 |ψ2⟩ ≡ |ψ⟩

であらわされる状態は、|ψ1⟩と |ψ2⟩の重ね合わせ状態であるが、それは
|ψ⟩という一つの波動関数で記述される純粋状態である。それに対して、
統計集団が表しているのは混合状態である。混合状態を数学的に表現す
るために、次の節で説明する密度演算子が用いられる。

12.2.3 密度演算子

今、量子状態とその確率が
(
|ϕi⟩ , wi

)
で与えられる混合状態を考える。

この混合状態を記述する密度演算子 (density operator)を

ρ̂ ≡
∑
i

|ϕi⟩wi ⟨ϕi| (12.19)

で定義する2。ただし、wiは

wi ∈ [0, 1],
∑
i

wi = 1 (12.20)

を満たす実数の集合である。量子統計力学において密度演算子は、古典
統計力学における分布関数の役割を果たす。このことを以下に見てゆく。

2密度演算子を行列表示したものを密度行列という。
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このような混合状態に対して物理量Aの観測結果したときの結果には、
量子力学確率と統計力学的確率の 2つの確率が共存しているので、その
期待値の計算には 2種類の平均が必要である：

⟨A⟩ =
∑
i

wi ⟨A⟩ϕi
.

これに式 (12.16)と (12.18)を用いると以下のように変形できる：

⟨A⟩ =
∑
i

wi ⟨A⟩ϕi
=
∑
i

wi ⟨ϕi| Â |ϕi⟩

=
∑
i

wi ⟨ϕi| Â

(∑
j

|uj⟩ ⟨uj|

)
|ϕi⟩

=
∑
i

∑
j

wi ⟨ϕi| Â |uj⟩
〈
uj
∣∣ϕi

〉
=
∑
j

∑
i

〈
uj
∣∣ϕi

〉
wi ⟨ϕi| Â |uj⟩

=
∑
j

⟨uj|

(∑
i

|ϕi⟩wi ⟨ϕi|

)
Â |uj⟩ .

これは密度演算子を用いると

⟨A⟩ =
∑
j

⟨uj| ρ̂Â |uj⟩ = Tr
[
ρ̂Â
]

(12.21)

と表される。Trはトレース (跡)と呼び、対角和をとることを表す3。
密度演算子の時間発展は式 (12.14)および (12.15)を用いると

iℏ
d

dt
ρ̂(t) =

∑
i

(
iℏ
d

dt
|ϕi⟩
)
wi ⟨ϕi|+

∑
i

|ϕi⟩wi

(
iℏ
d

dt
⟨ϕi|
)

=
∑
i

Ĥ |ϕi⟩wi ⟨ϕi| −
∑
i

|ϕi⟩wi ⟨ϕi| Ĥ

= Ĥρ̂− ρ̂Ĥ

となるので、密度演算子の時間発展方程式として、

iℏ
d

dt
ρ̂(t) = −

[
ρ̂(t), Ĥ

]
(12.22)

を得る。これは、Heisenberg描像における物理量 O の時間発展方程式
(Heisenberg方程式)

iℏ
d

dt
Ô =

[
Ô, Ĥ

]
(12.23)

の符号を変えたものになっている。

問題 12.4 式 (12.19)と (12.20)で定義される密度演算子 ρ̂は Tr[ ρ̂ ] = 1

を満たすことを示せ。［注意］|ϕi⟩は規格化されているが正規直交系であ
る必要はない。

3 演算子 B̂ の基底 {|ui⟩}による行列成分は Bi,j = ⟨ui| B̂ |uj⟩と与えられるので、∑
j ⟨uj | B̂ |uj⟩は行列 {Bi,j}の対角和である。対角和は基底の取り方によらないので、

行列ではなく演算子を用いて Tr[ B̂ ]と表す。
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純粋状態に対する密度演算子

例えば、w1 = 1で他のwi = 0 (i ̸= 1)とすると、系は |ϕ1⟩にあるとい
うことなので、純粋状態にある。その場合の密度演算子 (12.19)を書くと

ρ̂ = |ϕ1⟩ ⟨ϕ1|

となる。これは

ρ̂ρ̂ = |ϕ1⟩ ⟨ϕ1|ϕ1⟩ ⟨ϕ1| = |ϕ1⟩ ⟨ϕ1| = ρ̂

を満たす。このように、自分自身との積が自分自身に戻る演算子、即ち

P̂ P̂ = P̂ (12.24)

を満たす演算子を射影演算子という。
純粋状態に対応する密度演算子は射影演算子となる。逆に、密度演算子

(12.19)が射影演算子の条件 (12.24)を満たす場合には純粋状態を表す4。

問題 12.5 射影演算子の条件 (12.24)を満たす密度演算子が純粋状態を表
すことを示せ。ヒント：wiが一つだけ 1で、他はゼロであることを示せ
ばよい。

12.2.4 正準集団を表す密度演算子

正準集団では、エネルギーEの量子状態 |E⟩(ハミルトニアンの固有状
態)の出現確率は e−βE/Zで与えられるので、正準集団を表す密度演算子
ρ̂canは

ρ̂can =
∑
i

e−βEi

Z
|Ei⟩ ⟨Ei| ; Z =

∑
i

e−βEi (12.25)

となる。これはハミルトニアン Ĥを用いると

ρ̂can =
e−βĤ

Z
; Z = Tr

[
e−βĤ

]
(12.26)

と表される。ρ̂canの満す時間発展方程式は、式 (12.22)より、

iℏ
d

dt
ρ̂can = −

[
ρ̂can, Ĥ

]
= 0 (12.27)

となる。即ち、正準集団を表す密度演算子は時間変化しない。正準集団
は熱力学的な平衡状態を表すので、これは当然の結果ではある。

問題 12.6 演算子 (12.25)が演算子の関数 (12.26)で表されることを示せ。
ヒント：演算子 Âの関数 f(Â)は、関数 f(x)のテーラー展開

f(x) =
∞∑
n=0

1

n!
f (n)(0)xn

4注意：射影演算子がすべて密度演算子になるわけではない。例えば、P̂ = |e1⟩ ⟨e1|+
|e2⟩ ⟨e2| は式 (12.24)を満たし、射影演算であるが、TrP̂ = 2となり、式 (12.20)を満た
さないので密度演算子ではない。
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を用いて

f(Â) =
∞∑
n=0

1

n!
f (n)(0)Ân

と定義される。

問題 12.7 式 (12.27)を示せ。
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