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対称コマの運動 — 軸の太さが有限の場合

運動方程式：コマの重心の速度を vG、回転の角速度ベクトルをωとすると、重心の並進
及び回転運動の方程式は、

M
dvG

dt
= F −Mgêz (1)

d
(
Îω
)

dt
= RC × F ; RC := rC − rG (2)

と与えられる。ここで、F は床からの抗力、RC は重心Gから床との接点 Cに向かうベ
クトルである。

コマの軸が有限の太さ（半径 r）を持っており、先端部は半球面とする。コマに固定され
た座標軸をXY Zとし、重心を原点、回転軸をZ軸に取る。すると、先端部の半球面は、

f(R) = −1 +
1

r2
(
R+ heZ

)
·
(
R+ heZ

)
= 0

で与えられる。ここで、hは半球面の中心と重心の間の距離である。

接点の位置ベクトルRC は、接点 Cが半球面上の点であることと、接点における法線ベ
クトルが床に垂直、すなわち鉛直方向を向いているという２つの条件より決まる：

f(RC) = 0, ∇f(RC) ∥ êz ⇒ RC = −rez − heZ . (3)

一方、抗力F はスリップなし条件

vG = RC × ω (4)

より決まる。

図 1: 軸の接点とRC
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運動方程式の解法：並進と回転の運動方程式より抗力F を消去して、

d
(
Îω
)

dt
= RC ×M

(
d

dt

(
RC × ω

)
+ gêz

)
ここで、ベクトルRC およびωをXY Z座標系で表わすと、時間微分は、

d
(
Îω
)

dt
= Îω̇ + ω ×

(
Îω
)

d

dt

(
RC × ω

)
=

∂

∂t

(
RC × ω

)
+ ω ×

(
RC × ω

)
= ṘC × ω +RC × ω̇ + ω ×

(
RC × ω

)
= ṘC × ω +RC × ω̇ + ω2RC −

(
ω ·RC

)
ω

となる。ただし、XY Z系での時間微分を

∂a

∂t
:= ȧ := ȧX êX + ȧY êY + ȧZ êZ

と表記する。

すると運動方程式は、

Îω̇ + ω ×
(
Îω
)
= MRC ×

(
ṘC × ω +RC × ω̇ + ω2RC −

(
ω ·RC

)
ω + gêz

)

Îω̇ −MRC ×
(
RC × ω̇

)
= −ω ×

(
Îω
)
+MRC ×

(
ṘC × ω + ω2RC −

(
ω ·RC

)
ω + gêz

)
Îω̇ −M

((
RC · ω̇

)
RC −R2

Cω̇
)
= −ω ×

(
Îω
)
+M

(
RC ×

(
ṘC × ω

)
−
(
ω ·RC

)
RC × ω + gRC × êz

)
= −ω ×

(
Îω
)
+M

((
RC · ω

)
ṘC −

(
RC · ṘC

)
ω −

(
ω ·RC

)
RC × ω + gRC × êz

)
ÎCω̇ = −ω ×

(
Îω
)
+M

((
RC · ω

)
ṘC −

(
RC · ṘC

)
ω −

(
ω ·RC

)
RC × ω + gRC × êz

)

ω̇ = Î−1
C

(
−ω×

(
Îω
)
+M

((
RC ·ω

)
ṘC −

(
RC · ṘC

)
ω−

(
ω ·RC

)
RC ×ω+ gRC × êz

))
ここで、ÎC は接点Cを中心とする慣性モーメントテンソル：

ÎC :=

 A+M
(
R2

C −X2
C

)
, −MXCYC , −MXCZC

−MYCXC , B +M
(
R2

C − Y 2
C

)
, −MYCZC

−MZCXC , −MZCYC , C +M
(
R2

C − Z2
C

)


2



変数： ωX , ωY , ωZ , Rq, xG, yG,
(
vGx, vGy

)
方程式：並進の運動方程式は xyz系、回転の方程式はXY Z系で与える。

ẋG = vGx

ẏG = vGy

ω̇ = Î−1
C

(
− ω ×

(
Îω
)

+M
((

RC · ω
)
ṘC −

(
RC · ṘC

)
ω −

(
ω ·RC

)
RC × ω + gRC × êz

))
Ṙq =

1

2
Rqωq ; Rq :剛体固定系から実験室系への回転を表す四元数

中間変数：

vG := RC × ω

RC := −
(
rez + heZ

)
ṘC := −

(
rėz + hėZ

)
= rω × ez

ÎC :=

 A+M
(
R2

C −X2
C

)
, −MXCYC , −MXCZC

−MYCXC , B +M
(
R2

C − Y 2
C

)
, −MYCZC

−MZCXC , −MZCYC , C +M
(
R2

C − Z2
C

)


物理量：

zG = −RC · ez = r + hezZ

axq = Rq a
X
q R

−1
q ; axq = axî+ ay ĵ + azk̂, aXq = aX î+ aY ĵ + aZ k̂
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パラメーター：

• Geometrical parameters:

r, h, L[L] = 1コマの軸の長さ

• Physical properties:

M [M] = 1, A, B, C, [ML2]

• Physical constants:

g[LT−2] = 1

• Auxiliary parameters:

L = 1, ℓ1, ℓ2, ℓ3, a, ρ [ML−3] = 1

Î ,

変数：

rG, ω, Rq

RC , ez, ÎC

座標系の関係： AS
q = RqA

B
q R

−1
q

ezX î+ ezY ĵ + ezZ k̂ = R−1
q k̂ Rq

eXxî+ eXy ĵ + eXzk̂ = Rq îR
−1
q

eY xî+ eY y ĵ + eY zk̂ = Rq ĵR
−1
q

eZxî+ eZy ĵ + eZzk̂ = Rq k̂R
−1
q

エネルギー

E = K + U ; K =
1

2
Mv2G +

1

2
ωtÎ ω, U = −MgRC · ez
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コマの質量と重心周りの慣性モーメントテンソル

円柱部：半径 a、高さ ℓ3 − ℓ2

rG1 =
1

2
(ℓ3 + ℓ2)

M1 = ρV1

V1 = πa2(ℓ3 − ℓ2)

A1 =
1

4

(
a2 +

1

3
(ℓ3 − ℓ2)

2

)
M1

C1 =
1

2
M1a

2

円錐部：半径 a、高さ ℓ2 − ℓ1

rG2 =
1

4
(3ℓ2 + ℓ1)

M2 = ρV2

V2 =
1

3
πa2(ℓ2 − ℓ1)

A2 =
3

20

(
a2 +

1

4
(ℓ2 − ℓ1)

2

)
M2

C2 =
3

10
M2a

2

コマ全体：パラメーター：L = 1, ℓ1, ℓ2, ℓ3, a, ρ = 1

rG =
M1rG1 +M2rG2

M1 +M2

M = M1 +M2

C = C1 + C2

A0 = A1 +M1r
2
G1 + A2 +M2r

2
G2
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スリップありの場合

床からの抗力 F は、床面に平行な成分 Ftと鉛直成分 Fnに分かれ、Ftは接点の速度 vC

に比例すると仮定する（スリップ条件）：

F = Ft + Fn; Ft = −kvC ⊥ ez, Fn ∥ ez

並進の運動方程式の ezに垂直な成分（x, y成分）は、

M
dvGx

dt
= −kvCx, M

dvGy

dt
= −kvCy

vC = vG + ω ×RC = vG − ω ×
(
rez + heZ

)
と表され、ezに平行な成分からFnが求まる。
角運動量の方程式は

d(Îω)

dt
= RC × F ; RC = −

(
rez + heZ

)
, F = −kvC + Fn

と与えられる。

Fnの導出: コマの接点Cが床から離れない条件：

ez ⊥ vC = vG + ω ×RC ⇒ vGz = −
(
ω ×RC

)
· ez = h

(
ω × eZ

)
· ez

これより、

v̇Gz = h
(
ω̇ × eZ + ω ×

(
ω × eZ

))
· ez

(
∵ dω

dt
= ω̇ + ω × ω

)
これを運動方程式の鉛直成分に代入して、

Fn = Mg +Mv̇Gz = Mg +Mh
(
ω̇ × eZ + ω ×

(
ω × eZ

))
· ez

= Mh
(
ω̇ × eZ

)
· ez +M

(
g + h

(
ω × (ω × eZ)

)
· ez

)
=: Fn1 + Fn2

をえる。ここで、Fn1は Fnのうち ω̇に依存する成分で、Fn2は依存しない成分。

Fn1 = Mh
(
ω̇ × eZ

)
· ez = Mh

(
− ezY ω̇X + ezX ω̇Y

)
Fn2 = M

(
g + h

(
ω × (ω × eZ)

)
· ez

)
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角運動量の方程式のXY Z成分

d(Îω)

dt
= RC × F = (rez + heZ)× (kvC − Fnez)

= (rez + heZ)× kvC − heZ × Fnez

Aω̇X − (A− C)ωY ωZ =
(
(rez + heZ)× kvC

)
· eX −

(
heZ × Fnez

)
· eX

=
(
(rez + heZ)× kvC

)
· eX + hFneY · ez

Aω̇Y + (A− C)ωZωX =
(
(rez + heZ)× kvC

)
· eY −

(
heZ × Fnez

)
· eY

=
(
(rez + heZ)× kvC

)
· eY − hFneX · ez

Cω̇Z =
(
rez × kvC

)
· eZ

このうち、XY 成分の方程式は

Aω̇X −Mh2ezY
(
− ezY ω̇X + ezX ω̇Y

)
= (A− C)ωY ωZ +

(
(rez + heZ)× kvC

)
· eX + hFn2ezY

Aω̇Y +Mh2ezX
(
− ezY ω̇X + ezX ω̇Y

)
= −(A− C)ωZωX +

(
(rez + heZ)× kvC

)
· eY − hFn2ezX

これを行列で表すと、

A T̂

(
ω̇X

ω̇Y

)
=

 (A− C)ωY ωZ +
(
(rez + heZ)× kvC

)
· eX + hFn2ezY

−(A− C)ωZωX +
(
(rez + heZ)× kvC

)
· eY − hFn2ezX


ここで、

T̂ :=

(
1 + αY Y , −αY X

−αXY , 1 + αXX

)
; αXX :=

Mh2

A
ezXezX , αXY :=

Mh2

A
ezXezY , etc.
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変数： ωX , ωY , ωZ , Rq, xG, yG, vGx, vGy

方程式：並進の運動方程式は xyz系、回転の方程式はXY Z系で与える。

ẋG = vGx

ẏG = vGy

v̇Gx = − k

M
vCx

v̇Gy = − k

M
vCy(

ω̇X

ω̇Y

)
=

1

A
T̂−1

(
(A− C)ωY ωZ −

(
RC × kvC

)
· eX + hFn2ezY

−(A− C)ωZωX −
(
RC × kvC

)
· eY − hFn2ezX

)
ω̇Z =

1

C

(
rez × kvC

)
· eZ

Ṙq =
1

2
Rqωq

中間変数：

axq = Rq a
X
q R

−1
q ; axq = axî+ ay ĵ + azk̂, aXq = aX î+ aY ĵ + aZ k̂

vC := vG + ω ×RC

RC := −
(
rez + heZ

)
Fn2 := M

(
g + h

(
ω × (ω × eZ)

)
· ez

)
T̂ :=

(
1 + αY Y , −αY X

−αXY , 1 + αXX

)

αXX :=
Mh2

A
ezXezX , αXY :=

Mh2

A
ezXezY , etc.

物理量：

zG := −RC · ez = r + hezZ

axq = Rq a
X
q R

−1
q ; axq = axî+ ay ĵ + azk̂, aXq = aX î+ aY ĵ + aZ k̂
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