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対称コマのダイナミクス – 軸の先端が床面を動く場合
運動方程式：

m
dvG

dt
= −mgêz +N

dLG

dt
= r ×N

⇒ dLG

dt
= r ×m

(
dvG

dt
+ gêz

)
(1)

rは重心Gから軸の先端 Pへ向かうベクトル：
r := rP − rG = −hêZ , h := GP

ただし、XY Z座標系はコマに固定された座標系で、êZ は Z軸（中心軸）方向の単位ベ
クトル。これを用いると、

vG = vP + h
dêZ

dt
= vP + hω × êZ , vP ∈ xy平面 (2)

ただし、軸の先端が床から離れず、点 Pは xy面内を移動するとした。
一般には、vP が摩擦力、すなわち、N の xy面内の成分を決めている。vP = 0とすると、

vG = h
dêZ

dt
= hω × êZ

となり、中心軸の下端（床との接点）が固定されている場合に帰着する。

摩擦なしの場合： N は鉛直成分のみを持ち、重心Gは水平方向には移動しない。すな
わち、vG ∥ êzとなり、

vG := vG êz; vG := h

(
dêZ

dt
· êz

)
= h

((
ω × êZ

)
· êz

)
で与えられる。また、

dvG

dt
:= aG êz = v̇G êz

なので、運動方程式 (1)は、
dLG

dt
= −hm

(
aG + g

)
êZ × êz (3)

とかける。剛体固定系 (B系)での成分で書くと、
Aω̇X −

(
A− C

)
ωY ωZ = +hm

(
aG + g

)
ezY

Aω̇Y +
(
A− C

)
ωZωX = −hm

(
aG + g

)
ezX

Cω̇Z = 0 ⇒ ωZ = const.

(4)

となり、ωZ は定数。

ここで、

ω̇ :=
dω

dt
=

dωX

dt
êX +

dωY

dt
êY +

dωZ

dt
êZ + ω × ω

=
dωX

dt
êX +

dωY

dt
êY +

dωZ

dt
êZ =:

∂ω

∂t
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に注意して、

aG = v̇G = h

(
d

dt

(
ω × êZ

))
· êz

= h

(
ω̇ × êZ + ω × dêZ

dt

)
· êz

= h
(
ω̇ × êZ + ω ×

(
ω × êZ

))
· êz

= h
(
ω̇ × êZ +

(
ω · êZ

)
ω − ω2 êZ

)
· êz

= h
(
ω̇ × êZ + ωZω⊥ − ω2

⊥êZ

)
· êz ; ω⊥ := ωX êX + ωY êY

= h
(
− eY zω̇X + eXzω̇Y + eXzωZωX + eY zωZωY − ω2

⊥eZz

)

hm(aG + g) = h2m
(
− eY zω̇X + eXzω̇Y + eXzωZωX + eY zωZωY − ω2

⊥eZz + g
)

これらを用いて、運動方程式を ωX と ωY だけの方程式として表すと、(
A+mh2eY zezY

)
ω̇X −mh2eXzezY ω̇Y = mh2eXzezY ωZωX +

(
(A− C) +mh2eY zezY

)
ωZωY

−mh2
(
ω2
⊥eZzezY − (g/h)ezY

)
−mh2eY zezX ω̇X +

(
A+mh2eXzezX

)
ω̇Y = −

(
(A− C) +mh2eXzezX

)
ωZωX −mh2eY zezXωZωY

+mh2
(
ω2
⊥eZzezX − (g/h)ezX

)
あるいは、(

1 + (mh2/A)e2Y z, −(mh2/A)eXzezY
−(mh2/A)eY zezX , 1 + (mh2/A)e2Xz

)(
ω̇X

ω̇Y

)
=

(
(mh2/A)eXzezY , 1− C/A+ (mh2/A)e2Y z

−
(
1− C/A+ (mh2/A)e2Xz

)
, −(mh2/A)eY zezX

)(
ωZωX

ωZωY

)
+

mh2

A

(
ω2
⊥eZz − (g/h)

)( −ezY
ezX

)
行列で表すと、

T ω̇⊥ = ωZUω⊥ + α
(
ω2
⊥ezZ − g

h

)( −ezY
ezX

)
T :=

(
1 + αY Y , −αY X

−αXY , 1 + αXX

)
, T−1 :=

1

det

(
1 + αXX , αY X

αXY , 1 + αY Y

)
,

U :=

(
αXY , 1− C/A+ αY Y

−
(
1− C/A+ αXX

)
, −αY X

)
α :=

mh2

A
, αXY :=

mh2

A
ezXezY , etc. det := (1 + αY Y )(1 + αXX)− α2

XY

これより、

ω̇⊥ = ωZT
−1Uω⊥ + α

(
ω2
⊥ezZ − g

h

)
T−1

(
−ezY
ezX

)
T−1U =

1

det

(
(C/A)αXY , (1 + αXX)(1− C/A) + αY Y

−(1 + αY Y )(1− C/A)− αXX , −(C/A)αXY

)

2



ezX = eXz := êz · êX などは、êzが時間によらないこと、すなわち、
dêz

dt
=

∂êz

∂t
+ ω × êz = 0

より求める。
実際の計算では、回転演算の４元数表示を用いているので、

dR

dt
=

1

2
Rωq, ezX î+ ezY ĵ + ezZ k̂ = R−1k̂R

から求める。

中心軸と床との接点 Pの位置ベクトル rP は、

rP = −h
(
(êZ · êx)êx + (êZ · êy)êy

)
= −h

(
eZxêx + eZyêy

)
eZxî+ eXy ĵ + eZzk̂ = Rk̂R−1

で与えられる。
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vP に比例した摩擦力F を受ける場合： 床面に平行な摩擦力F := (Fx, Fy, 0)が

F = −kvP

= −k
(
vG − hω × êZ

)
で与えられるとする。ただし、k > 0は抵抗係数。
運動方程式は 

m
dvG

dt
= −mgêz +N

dLG

dt
= r ×N

ただし、床からの応力N は摩擦力F と垂直抗力R

N = F +R; F = −kvP ⊥ êz, R ∥ êz

からなる。

コマの軸の先端 Pが床から離れないとすると、束縛条件は

êz ⊥ vP = vG − hω × êZ

= vG − h
(
ωY êX − ωX êY

)
と表され、

vGz = h
(
ω × êZ

)
· êz

v̇Gz = h
(
ω̇ × êZ + ω ×

(
ω × êZ

))
· êz

が成り立つので、垂直抗力は運動方程式より、

R = mg +mv̇Gz

= mg +mh
(
ω̇ × êZ + ω ×

(
ω × êZ

))
· êz

= mg +mh
(
ω̇Y êX − ω̇X êY + ωZω − ω2êZ

)
· êz

= mg +mh
(
ω̇Y eXz − ω̇XeY z + ωZ

(
ωXeXz + ωY eY z + ωZeZz

)
− ω2eZz

)
= mg +mh

(
ω̇Y eXz − ω̇XeY z + ωZ

(
ωXeXz + ωY eY z

)
− ω2

⊥eZz

)
= −mheY zω̇X +mheXzω̇Y +mhωZ

(
eXzωX + eY zωY

)
−mhω2

⊥eZz +mg

=: R1 +R2

で与えられる。
角運動量の方程式は

dLG

dt
= −hêZ ×N ; N = −kvP +Rêz
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なので、これをXY Z成分で表すと、

Aω̇X −
(
A− C

)
ωY ωZ =

(
− hêZ ×N

)
· êX = −h

(
êX × êZ

)
·N = hêY ·N

= h
(
− kvPY +NzeY z

)
Aω̇Y +

(
A− C

)
ωZωX =

(
− hêZ ×N

)
· êY = −h

(
êY × êZ

)
·N = −hêX ·N

= −h
(
− kvPX +NzeXz

)
Cω̇Z =

(
− hêZ ×N

)
· êZ = 0

vPX = vGX − hωY = vGxexX + vGyeyX − hωY

vPY = vGY + hωX = vGxexY + vGyeyY + hωX
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ω̇X − (h/A)R1eY z = (1− C/A)ωZωY + (h/A)
(
− kvPY +R2eY z

)(
1 + αY Y

)
ω̇X − αXY ω̇Y =

ω̇Y + (h/A)R1eXz = −(1− C/A)ωZωX − (h/A)
(
− kvPX +R2eXz

)
−αXY ω̇X +

(
1 + αXX

)
ω̇Y =

行列で表すと、

T

(
ω̇X

ω̇Y

)
=

(
(1− C/A)ωZωY + (h/A)

(
− kvPY +R2eY z

)
−(1− C/A)ωZωX − (h/A)

(
− kvPX +R2eXz

) )
すなわち、(

ω̇X

ω̇Y

)
= T−1

(
(1− C/A)ωZωY + (h/A)

(
− kvPY +R2eY z

)
−(1− C/A)ωZωX − (h/A)

(
− kvPX +R2eXz

) )

T :=

(
1 + αY Y , −αY X

−αXY , 1 + αXX

)
, T−1 :=

1

det

(
1 + αXX , αY X

αXY , 1 + αY Y

)

det := (1 + αY Y )(1 + αXX)− α2
XY

= 1 + αXX + αY Y = 1 + α− αZZ

=
A0

A
− αZZ
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解くべき方程式：

• 並進運動：

ẋG = vGx

ẏG = vGy

v̇Gx = − k

m
vPx

v̇Gy = − k

m
vPy

• 角運動量：(
ω̇X

ω̇Y

)
= T−1

(
(1− C/A)ωZωY + (h/A)

(
− kvPY +R2eY z

)
−(1− C/A)ωZωX − (h/A)

(
− kvPX +R2eXz

) )
• 回転：

Ṙq =
1

2
Rqωq

軸の先端 Pの位置：
xP = xG − heZx, yP = yG − heZy

定義：

T :=

(
1 + αY Y , −αY X

−αXY , 1 + αXX

)
, T−1 :=

1

det

(
1 + αXX , αY X

αXY , 1 + αY Y

)

det := (1 + αY Y )(1 + αXX)− α2
XY = 1 + αXX + αY Y

α :=
mh2

A
, αXY :=

mh2

A
ezXezY , etc.

vPx = vGx − h
(
ωY eXx − ωXeY x

)
vPy = vGy −h

(
ωY eXy − ωXeY y

)
vPX = vGX − hωY = vGxexX + vGyeyX − hωY

vPY = vGY + hωX = vGxexY + vGyeyY + hωX

R2 = mhωZ

(
eXzωX + eY zωY

)
−mhω2

⊥eZz +mg
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