
1/29, 2024. Hiizu Nakanishi

対称コマのダイナミクス v.2 : 床との接点が固定された場合

Equations of motion:
m
d2rG
dt2

= −mgêz +N

dLG

dt
=

(
− rG

)
×N

⇒ dLG

dt
= −rG ×m

(
d2rG
dt2

+ gêz

)

剛体固定系 (B系)での表現：

vG :=
drG
dt

= ω × rG

d2rG
dt2

=
dvG

dt
=

∂vG

∂t
+ ω × vG =

∂ω

∂t
× rG + ω ×

(
ω × rG

)
=

∂ω

∂t
× rG +

(
ω · rG

)
ω − ω2rG

dLG

dt
=

∂LG

∂t
+ ω ×LG = ÎG

∂ω

∂t
+ ω ×

(
ÎGω

)
剛体固定系での運動方程式

ÎG
∂ω

∂t
+ ω ×

(
ÎGω

)
= −rG ×m

(
d2rG
dt2

+ gêz

)
= −rG ×m

(
∂ω

∂t
× rG +

(
ω · rG

)
ω − ω2rG + gêz

)
= −m

(
r2G

∂ω

∂t
−

(
rG · ∂ω

∂t

)
rG +

(
ω · rG

)
rG × ω + grG × êz

)
ここで、

rG = rGêZ = rG(0, 0, 1), ÎG =

 A 0 0
0 A 0
0 0 C


に注意して、剛体固定系での成分で表すと。

Aω̇X + (C − A)ωY ωZ = −m
(
r2Gω̇X − r2GωZωY − rGgêzY

)
Aω̇Y + (A− C)ωZωX = −m

(
r2Gω̇Y + r2GωZωX + rGgêzX

)
Cω̇Z + (A− A)ωXωY = 0

⇒



ω̇X =

(
1− C

A0

)
ω0ωY +

mg rG
A0

êzY

ω̇Y = −
(
1− C

A0

)
ω0ωX − mg rG

A0

êzX

ωZ = ω0 (const.)

ただし、
A0 := A+mr2G
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四元数を用いた方法：任意のベクトル aに対して、Rqを

aSq = Rqa
B
q R

−1
q ; aSq := axî+ ay ĵ + azk̂, aBq := aX î+ aY ĵ + aZ k̂

とすると、
dRq

dt
=

1

2
Rqω

B
q

なので、

êBzq = R−1
q êSzqRq; êSzq := k̂

=
(
RW −RX î−RY ĵ −RZ k̂

)
k̂
(
RW +RX î+RY ĵ +RZ k̂

)
=

(
RW −RX î−RY ĵ −RZ k̂

)(
RW k̂ +RX ĵ −RY î−RZ

)
= −RWRZ −RXRY +RYRX +RZRW

+
(
−RWRY +RXRZ −RYRW +RZRX

)̂
i

+
(
RWRX +RYRZ +RZRY +RXRW

)
ĵ

+
(
RWRW +RZRZ −RXRX −RYRY

)
k̂

= ezX î+ ezY ĵ + ezZ k̂

∴ ezX = −RWRY +RXRZ −RYRW +RZRX = 2
(
RXRZ −RWRY

)
ezY = RWRX +RYRZ +RZRY +RXRW = 2

(
RWRX +RYRZ

)
ezZ = RWRW +RZRZ −RXRX −RYRY = 2

(
R2

W +R2
Z

)
− 1

解くべき方程式：

ω̇X = ∆ω0 ωY +
mg rG
A0

ezY (1)

ω̇Y = −∆ω0 ωX − mg rG
A0

ezX (2)

Ṙq =
1

2
Rqω

B
q ; (3)

ただし、

∆ω0 :=

(
1− C

A0

)
ω0

A0 := A+mr2G

ωB
q := ωX î+ ωY ĵ + ω0k̂

ezX :=
(
R−1

q k̂Rq

)
î

ezY :=
(
R−1

q k̂Rq

)
ĵ
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対称コマの定常歳差運動

コマが、z軸から角度 θ傾いたまま、z軸のまわりに角速度Ωで定常歳差運動をしていた
とする。x軸のまわりに角度 θ回転した後、z軸のまわりにΩt回転している座標軸X ′Y ′Z
を考える:

êX′ = cosΩt êx + sinΩt êy

êY ′ = cos θ
(
− sinΩt êx + cosΩt êy

)
− sin θ êz

êZ = sin θ
(
− sinΩt êx + cosΩt êy

)
+ cos θ êz

コマの回転角速度ωは

ω = Ωêz + ω′
0êZ = −Ω sin θêY ′ +

(
Ωcos θ + ω′

0

)
êZ

と表される。ここで、ω′
0はX ′Y ′Z座標系とともに動く観測者が見たコマのZ軸まわりの

回転角速度で、ωZ = ω0より、
ω′
0 = ω0 − Ωcos θ

である。

このωが、床との接点Oの周りの角運動量L0の方程式

dL0

dt
= rG ×

(
−mgêz

)
を満たすための条件を求める。

L0 = Î0ω = −A0Ω sin θêY ′ + Cω0êZ

dL0

dt
= −A0Ω sin θ

d

dt
êY ′ + Cω0

d

dt
êZ

= −
(
Cω0 − A0Ωcos θ

)
Ω sin θ

(
cosΩt êx + sinΩt êy

)
rG ×

(
−mgêz

)
= −rGmgêZ × êz = −rGmg sin θ

(
sinΩt êy + cosΩt êx

)
より、定常歳差運動をする条件として、(

C

A0

− cos θ

(
Ω

ω0

))(
Ω

ω0

)
=

mgrG
A0ω2

0

が得られる。これを (Ω/ω0)の 2次方程式としてみると、(
C

A0

)2

> 4 cos θ

(
mg rG
ω2
0A0

)
(4)

のとき、可能な定常歳差の角速度に対する解が 2つあり

Ω±

ω0

=
1

2 cos θ

 C

A0

±

√(
C

A0

)2

− 4 cos θ

(
mg rG
ω2
0A0

) (5)

≈


C

A0 cos θ

mg rG
ω2
0 C

for

(
mg rG
ω2
0 C

)(
A0

C

)
cos θ ≪ 1
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中間座標系B′の導入２

剛体固定座標系Bでコマの角速度のZ成分が定数 ω0であることに注意して上の方程式を
見ると、B系に対して

−∆ω0êZ

で回転している座標系B′を導入すると便利なことが分かる1。B′系は実験室系 Sに対して

ω′ := ωX êX + ωY êY + ω′
0êZ ; ω′

0 := ω0 −∆ω0 =
C

A0

ω0

で回転している。B′系のZ ′軸はB系のZ軸と等しいので、ω′をB′系の成分で表示すると

ω′ := ωX′ êX′ + ωY ′ êY ′ + ω′
0êZ′

となる。

このB′系で、コマの運動方程式

dLG

dt
= −rG ×m

(
d2rG
dt2

+ gêz

)
を考える。

コマの対称性から慣性モーメントテンソルはB系でもB′系でも同じで、LGと重心は

LG = A
(
ωX′ êX′ + ωY ′ êY ′

)
+ Cω0êZ′ := Aω⊥ + Cω0êZ′ , rG = rgêZ′

と表されることに注意すると、
drG
dt

=: vG = rGω′ × êZ′

d2rG
dt2

=
dvG

dt
= rG

((
∂ω′

∂t

)
B′

× êZ′ + ω′ ×
(
ω′ × êZ′

))
= rG

((
∂ω⊥

∂t

)
B′

× êZ′ +
(
ω′ · êZ′

)
ω′ − ω′2 êZ′

)

dLG

dt
=

(
∂LG

∂t

)
B′

+ ω′ ×LG = ÎG

(
∂ω

∂t

)
B′

+ C

(
1− A

A0

)
ω0ω⊥ × êZ′

と表される。これらを用いて、運動方程式をあらわすと

ÎG

(
∂ω

∂t

)
B′

+ C

(
1− A

A0

)
ω0ω⊥ × êZ′

= −mr2G êZ′ ×
((

∂ω⊥

∂t

)
B′

× êZ′ +
(
ω′ · êZ′

)
ω′ − ω′2 êZ′ + gêz

)
= −mr2G

((
∂ω⊥

∂t

)
B′

+
(
ω′ · êZ′

)(
êZ′ × ω′)+ g

(
êZ′ × êz

))
となる。mr2G = A0 − Aに注意して、これをB′系の成分で表すと、

dωX′

dt
= +

mrGg

A0

êzY ′

dωY ′

dt
= −mrGg

A0

êzX′

を得る。
1ここで導入する B′ 座標系は、前のページで導入した X ′Y ′Z 系と異なることに注意。また、下の式で

定義する ω′
0 も前ページの ω′

0 とは異なる。
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解くべき方程式２

回転変換四元数：任意のベクトルAの成分に対して

AS
q = R′

qA
B′

Q R′−1
q , AS

q = RqA
B
QR

−1
q , AB′

q = R0
qA

B
q R

0
q
−1 ⇒ Rq = R′

qR
0
q

回転変換四元数の満たすべき方程式：

dR′
q

dt
=

1

2
R′

qω
′
q ; ω′

q := ωX′ î+ ωY ′ ĵ + ω′
0k̂ , ω′

0 :=
C

A0

ω0

dRq

dt
=

1

2
Rqωq ; ωq := ωX î+ ωY ĵ + ω0k̂

R0
q = cos

(
1

2
∆ω0t

)
+ sin

(
1

2
∆ω0t

)
k̂; ∆ω0 :=

(
1− C

A0

)
ω0

êzの成分：
eSzq = R′

qe
B′

zqR
′−1
q , eSzq = k̂ ⇒ eB

′

zq = R′−1
q k̂R′

q

∴ ezX′ =
(
R′−1

q k̂R′
q

)
î
, ezY ′ =

(
R′−1

q k̂R′
q

)
ĵ
.

方程式：

dωX′

dt
= +

mrGg

A0

êzY ′ (6)

dωY ′

dt
= −mrGg

A0

êzX′ (7)

ezX′ =
(
R′−1

q k̂R′
q

)
î

ezY ′ =
(
R′−1

q k̂R′
q

)
ĵ

dR′
q

dt
=

1

2
R′

qω
′
q ; ω′

q := ωX′ î+ ωY ′ ĵ + ω′
0k̂ , ω′

0 :=
C

A0

ω0 (8)

Rq = R′
qR

0
q ; R0

q = cos

(
1

2
∆ω0t

)
+ sin

(
1

2
∆ω0t

)
k̂;

∆ω0 :=

(
1− C

A0

)
ω0
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コマの慣性モーメントテンソル

円柱部：半径 a、高さ ℓ3 − ℓ2

rG1 =
1

2
(ℓ3 + ℓ2)

M1 = ρV1

V1 = πa2(ℓ3 − ℓ2)

A1 =
1

4

(
a2 +

1

3
(ℓ3 − ℓ2)

2

)
M1

C1 =
1

2
M1a

2

円錐部：半径 a、高さ ℓ2 − ℓ1

rG2 =
1

4
(3ℓ2 + ℓ1)

M2 = ρV2

V2 =
1

3
πa2(ℓ2 − ℓ1)

A2 =
3

20

(
a2 +

1

4
(ℓ2 − ℓ1)

2

)
M2

C2 =
3

10
M2a

2

コマ全体：パラメーター：L = 1, ℓ1, ℓ2, ℓ3, a, ρ = 1

rG =
M1rG1 +M2rG2

M1 +M2

M = M1 +M2

C = C1 + C2

A0 = A1 +M1r
2
G1 + A2 +M2r

2
G2
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