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ラトルバックのダイナミクス

ラトルバックの底面は２次曲面で近似できるが、その主曲率の方向は慣性主軸の方向とず
れている。このラトルバックのダイナミクスを記述するために、原点が重心Gで慣性主
軸を座標軸とするラトルバックに固定された座標軸XY Zを持つ座標系と、床面が xy平
面、鉛直上向きを z軸とする空間に固定された xyz座標系を考える。

XY Z系において慣性モーメントテンソル Îは対称行列になり

Î :=

 A, 0, 0
0, B, 0
0, 0, C


で与えられるとする。一方、底面の形状を関数 f(R)を用いて

f(R) = 0

と表す。関数 f(R)を、非対角行列 Θ̂ξを用いて

f(R) := −1 +
1

a2
(
X,Y, Z

)
Θ̂ξ

 X
Y
Z

 = −1 +
1

a2
Rt Θ̂ξR (1)

と与える。慣性主軸と楕円体の主軸の方向のずれの角度を角度 ξとすると、行列 Θ̂ξは

Θ̂ξ := R̂(ξ)Θ̂R̂(ξ)−1, Θ̂ :=

 θ, 0, 0
0, ϕ, 0
0, 0, 1

 , R̂(ξ) :=

 cos ξ, − sin ξ, 0
sin ξ, cos ξ, 0
0, 0, 1


で与えられる。重心は楕円体の中心にあるとして、aはラトルバックを水平においたとき
の重心Gの高さで、底面の主曲率は θ/a、および ϕ/aである。これらのパラメタは、通常
のラトルバックでは、

ξ ≪ 1, A > B, 1 > θ ≫ ϕ > 0

である。

運動方程式：ラトルバックの重心の速度を vG、回転の角速度ベクトルをωとすると、重
心の並進及び回転運動の方程式は、

M
dvG

dt
= F −Mgêz (2)

d
(
Îω
)

dt
= RC × F ; RC := rC − rG (3)

と与えられる。ここで、F は床からの抗力、RC は重心Gから床との接点 Cに向かうベ
クトルである。

接点の位置ベクトルRC は、接点 Cがラトルバックの底面の点であることと、接点にお
ける法線ベクトルが床に垂直、すなわち鉛直方向を向いているという２つの条件

f(RC) = 0, ∇f(RC) ∥ êz (4)

で決まる。

一方、抗力F はスリップなし条件

vG = RC × ω (5)

より決まる。
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運動方程式の解法：並進と回転の運動方程式より抗力F を消去して、

d
(
Îω
)

dt
= RC ×M

(
d

dt

(
RC × ω

)
+ gêz

)
ここで、ベクトルRC およびωをXY Z座標系で表わすと、時間微分は、

d
(
Îω
)

dt
= Îω̇ + ω ×

(
Îω
)

d

dt

(
RC × ω

)
=

∂

∂t

(
RC × ω

)
+ ω ×

(
RC × ω

)
= ṘC × ω +RC × ω̇ + ω ×

(
RC × ω

)
= ṘC × ω +RC × ω̇ + ω2RC −

(
ω ·RC

)
ω

となる。ただし、XY Z系での時間微分を

∂a

∂t
:= ȧ := ȧX êX + ȧY êY + ȧZ êZ

と表記する。

すると運動方程式は、

Îω̇ + ω ×
(
Îω
)
= MRC ×

(
ṘC × ω +RC × ω̇ + ω2RC −

(
ω ·RC

)
ω + gêz

)

Îω̇ −MRC ×
(
RC × ω̇

)
= −ω ×

(
Îω
)
+MRC ×

(
ṘC × ω + ω2RC −

(
ω ·RC

)
ω + gêz

)
Îω̇ −M

((
RC · ω̇

)
RC −R2

Cω̇
)
= −ω ×

(
Îω
)
+M

(
RC ×

(
ṘC × ω

)
−
(
ω ·RC

)
RC × ω + gRC × êz

)
= −ω ×

(
Îω
)
+M

((
RC · ω

)
ṘC −

(
RC · ṘC

)
ω −

(
ω ·RC

)
RC × ω + gRC × êz

)
ÎCω̇ = −ω ×

(
Îω
)
+M

((
RC · ω

)
ṘC −

(
RC · ṘC

)
ω −

(
ω ·RC

)
RC × ω + gRC × êz

)

ω̇ = Î−1
C

(
−ω×

(
Îω
)
+M

((
RC ·ω

)
ṘC −

(
RC · ṘC

)
ω−

(
ω ·RC

)
RC ×ω+ gRC × êz

))
ここで、ÎC は接点Cを中心とする慣性モーメントテンソル：

ÎC :=

 A+M
(
R2

C −X2
C

)
, −MXCYC , −MXCZC

−MYCXC , B +M
(
R2

C − Y 2
C

)
, −MYCZC

−MZCXC , −MZCYC , C +M
(
R2

C − Z2
C

)




drG
dt

= RC × ω

ω̇ = Î−1
C

(
− ω ×

(
Îω
)
+M

((
RC · ω

)
ṘC −

(
RC · ṘC

)
ω

−
(
ω ·RC

)
RC × ω + gRC × êz

) )
dRq

dt
=

1

2
Rqωq ; Rq :剛体固定系から実験室系への回転を表す四元数
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接点の位置RC とその時間微分 ṘC

f(R) := −1 +
1

a2
(
X,Y, Z

)
Θ̂ξ

 X
Y
Z

 = −1 +
1

a2
Rt Θ̂ξR

Θ̂ξ := R̂(ξ)Θ̂R̂(ξ)−1, Θ̂ :=

 θ, 0, 0
0, ϕ, 0
0, 0, 1

 , R̂(ξ) :=

 cos ξ, − sin ξ, 0
sin ξ, cos ξ, 0
0, 0, 1


とすると、

∇f =
2

a2
Θ̂ξ

 X
Y
Z

 =
2

a2
Θ̂ξR

より、

∇f ∥ êz ⇒ ez =
ezZ
ZC

Θ̂ξRC ⇒ RC =
ZC

ezZ
Θ̂−1

ξ ez

また、f(RC) = 0より、

a2 = Rt
C Θ̂ξRC =

(
ZC

ezZ

)2

et
zΘ̂

−1
ξ ez ⇒ ZC = −a ezZ

(
et
zΘ̂

−1
ξ ez

)−1/2

時間微分：

ṘC =

(
ŻC

ezZ
− ZC ėzZ

e2zZ

)
Θ̂−1

ξ êz +
ZC

ezZ
Θ̂−1

ξ ėz

ėz = −ω × ez

a2 = Rt
C Θ̂ξ RC ⇒ 0 = Ṙt

C Θ̂ξ RC = Ṙt
C

ZC

ezZ
ez ⇒ ez · ṘC = 0

これに上の式を代入して、(
ŻC

ZC

− ėzZ
ezZ

)
et
z RC = −ZC

ezZ
et
z Θ̂

−1
ξ ėz = −Rt

C ėz

∴ ŻC = ZC

(
ėzZ
ezZ

− ėt
zRC

et
z RC

)
= ZC

(
ėzZ
ezZ

− ZC

ezZa2
ėt
zRC

)
これは以前の表式と同じ。
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パラメーター：

• Geometrical parameters:
a[L] = 1, θ, ϕ, ξ

• Physical properties:
M [M] = 1, A, B, C, [ML2]

• Physical constants:
g[LT−2] = 1

• Auxiliary parameters:
Lx, rx, Ly, ry [L], ρ [ML−3]

Î , Θ̂, Θ̂ξ, Rξ

変数：

rG, ω, Rq

RC , ez, ÎC

質量と慣性モーメントテンソル

M = Mx +My = 1; Mx = πr2xLxρ, My = πr2yLyρ

A =
1

12
MyL

2
y; My =

r2yLy

r2xLx + r2yLy

M

B =
1

12
MxL

2
x; Mx =

r2xLx

r2xLx + r2yLy

M

C = A+B

座標系の関係： AS
q = RqA

B
q R

−1
q

ezX î+ ezY ĵ + ezZ k̂ = R−1
q k̂ Rq

eXxî+ eXy ĵ + eXzk̂ = Rq îR
−1
q

eY xî+ eY y ĵ + eY zk̂ = Rq ĵR
−1
q

eZxî+ eZy ĵ + eZzk̂ = Rq k̂R
−1
q

エネルギー

E = K + U ; K =
1

2
Mv2G +

1

2
ωtÎ ω, U = −MgRC · ez
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X軸回りの微小振動（縦揺れ、ピッチング）：

ξ = 0の場合の縦揺れ振動を、

ω = (ω, 0, 0), RC ≈ (0, YC ,−a), ez ≈ (0, u, 1)

として、微小量 ω, YC , uの１次の近似で、X軸周りの微小振動の周期を求める。

鉛直方向の単位ベクトル ezのXY Z座標系の成分は、方程式

dez

dt
= ėz + ω × ez = 0 ⇒ u̇ ≈ ω (6)

に従う。

また、ZC ≈ −a, ezZ ≈ 1, ŻC ≈ 0, ėzZ ≈ 0なので、

YC ≈ −aϕ−1u, ẎC ≈ aϕ−1ω

と近似できる。

これらを用いて、ωの方程式を求めると、微小量の１次の近似で

ω̇ ≈ M

A+Ma2
g (0, YC ,−a)× (0, u, 1)

∣∣
X
=

Ma2

A+Ma2
g

a2
(
YC + au

)
= − Ma2

A+Ma2
g

a

(
ϕ−1 − 1

)
u

を得る。上の uの式 (6)と合わせて、

ω̈ ≈ − Ma2

A+Ma2
g

a

(
ϕ−1 − 1

)
ω

となり、縦揺れ振動の周期として、

Tpitch ≈ 2π

√(
A

Ma2
+ 1

)
1

ϕ−1 − 1

a

g

をえる。

Y 軸回りの微小振動（横揺れ、ローリング）：

同様に、横揺れ振動の周期は

Troll ≈ 2π

√(
B

Ma2
+ 1

)
1

θ−1 − 1

a

g
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